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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Από τα πρώτα χρόνια εξέλιξης του ανθρώπου πάνω στη γη 

δηµιουργήθηκαν µορφές κοινωνικών συνόλων που για την υγιή συµβίωση µε τα 

υπόλοιπα κοινωνικά σύνολα σχηµάτισαν τις πρώτες συναλλαγές οι οποίες 

αρχικά ήταν ανταλλαγές ειδών και καθόρισαν τα θεµέλια του θεσµού της 

οικονοµίας. Σε µεταγενέστερη περίοδο, ο θεσµός αυτός και ειδικότερα η 

οικονοµική κατάσταση ενός ανθρώπου ή ακόµα και ενός λαού ή έθνους 

απέκτησε σηµαντική έννοια αφού όριζε το ποιοτικό επίπεδο ζωής αυτών, τις 

διαπροσωπικές αλλά και τις διακρατικές τους σχέσεις έως και σήµερα. Στη 

σύγχρονη εποχή τα οικονοµικά προβλήµατα δεσπόζουν στη ζωή µας και 

καθορίζουν τη συµπεριφορά και την εξέλιξη των κοινωνιών παγκοσµίως. Πλέον 

η οικονοµία είναι µία λέξη που τη χρησιµοποιούµε καθηµερινά και η ευρεία 

σηµασία της ενδέχεται να ξεκινά από την εξοικονόµηση χρηµάτων µέχρι την 

οικονοµική κατάσταση του κράτους. Επίσηµα µε τον όρο οικονοµία 

χαρακτηρίζεται το σύνολο των λελογισµένων και συστηµατικών ενεργειών των 

ανθρώπων, που διαβιούν σε µια κοινωνία, προς εξεύρεση αγαθών για την 

ικανοποίηση των αναγκών τους. 

Σε επιστηµονικό πεδίο η οικονοµία ασχολείται µε τη βέλτιστη κατανοµή 

και αξιοποίηση δεδοµένων πόρων. Η σύγχρονη οικονοµία έχει καταξιωθεί ως 

µία ξεχωριστή επιστήµη η οποία απαρτίζεται από πολυπληθείς εξειδικευµένους 

κλάδους. Η συγκεκριµένη πτυχιακή εργασία θα επικεντρωθεί σε ένα τοµέα των 

Οικονοµικών Μαθηµατικών, τα οποία αποτελούν έναν παράπλευρο κλάδο της 

Οικονοµικής Επιστήµης. Η Οικονοµική Επιστήµη θεµελιώνεται όχι µόνο από 

τους δικούς της νόµους αλλά και από τους νόµους των Μαθηµατικών τα οποία 

αποτέλεσαν την αρχική αξία που βασίστηκε και η Οικονοµία. 

Η Οικονοµία και κατ’ επέκταση τα Μαθηµατικά έχουν γίνει ένα ζωντανό, 

µεταβαλλόµενο, αναπόσπαστο κοµµάτι της καθηµερινότητάς µας τα οποία 

βρίσκουν εφαρµογή σε καθηµερινή βάση από τις πιο απλοϊκές και δεδοµένες 

πράξεις µας και δεν αποτελούν κάποια απόµακρη και απρόσιτη θεωρητική 

επιστήµη όπως έχει ειπωθεί από λίγους. Αυτό θα γίνει απόλυτα αντιληπτό κατά 

την ανάπτυξη της συγκεκριµένης εργασίας αφού οι ακολουθίες και ακόµα 

περισσότερο το πρακτικό τους µέρος συνδέονται άµεσα µε τον καθένα 

ξεχωριστά αλλά και ως σύνολο. Τα προβλήµατα που θα συναντήσουµε 

προέρχονται από τραπεζικές και χρηµατοοικονοµικές συναλλαγές και οι 

βασικοί παράγοντες που υπεισέρχονται είναι το χρήµα και ο τόκος. ∆ύο 

πραγµατικά βασικοί παράγοντες για την εποχή µας και ιδιαίτερα αν σκεφτούµε  

την οικονοµική κατάσταση στην οποία βρίσκεται η χώρα µας αυτή την περίοδο. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Στην παρούσα εργασία, οι οικονοµικές εφαρµογές των ακολουθιών 

αναλύονται καθώς και η χρήση τους σήµερα. Αρχικά στο πρώτο κεφάλαιο 

γίνεται αναφορά στη θεωρία των ακολουθιών, των σειρών καθώς και των 

αριθµητικών και γεωµετρικών προόδων. Κάθε θεωρία που αναπτύσσεται 

συνοδεύεται µε ένα αντίστοιχο παράδειγµα. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναλύονται οι έννοιες κεφάλαιο, χρόνος, τόκος και 

επιτόκιο. Έννοιες οι οποίες είναι βασικές και απαραίτητες για την ανάπτυξη των 

επόµενων κεφαλαίων. 

Συνεχίζοντας, στο τρίτο κεφάλαιο θα γίνει ανάλυση σχετικά µε τη χρήση 

του τόκου. Συγκεκριµένα αναλύεται ο απλός τόκος, ο υπολογισµός του τόκου 

µιας σειράς καταθέσεων, καθώς και του µέσου επιτοκίου. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο πραγµατοποιείται ανάλυση της προεξόφλησης ενός 

χρέους µε πιστωτικούς τίτλους. Επίσης αναλύονται οι δυο κατηγορίες 

προεξόφλησης, η εξωτερική και η εσωτερική, καθώς και η προεξόφληση µε 

έξοδα. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο εξηγείται διεξοδικά ο ανατοκισµός και η σηµασία 

του στις συναλλαγές. Ο ανατοκισµός εφαρµόζεται στις ίσες καταθέσεις, στη 

χρεολυσία και στις ράντες. Ιδιαίτερα χρήσιµα θα φανούν τα παραδείγµατα ώστε 

να γίνουν απόλυτα κατανοητές οι παραπάνω έννοιες. 

Στο έκτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζονται δυο ιδιαίτερα 

σηµαντικές οικονοµικές συναλλαγές που βασίζονται στις ακολουθίες. Αυτές 

είναι οι επενδύσεις και τα δάνεια. Θα γίνει εκτενής παρουσίαση όσον αφορά το 

πότε είναι συµφέρουσα µια επένδυση αλλά και στις κατηγορίες των δανείων µε 

αντίστοιχα παραδείγµατα για κάθε περίπτωση. 

Στον επίλογο, προσωπικές ιδέες και συµπεράσµατα αυτής της εργασίας 

παρουσιάζονται µε στόχο µια καλύτερη και µια πιο συγκεντρωµένη και 

ολοκληρωµένη εικόνα. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ 

 

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύεται η µαθηµατική έννοια της ακολουθίας, οι 

ιδιότητες µιας ακολουθίας, καθώς και η χρησιµότητα των ακολουθιών στη 

µικροοικονοµική θεωρία. Επίσης αναλύονται οι έννοιες σειρά και πρόοδος οι 

οποίες είναι άµεσα συνδεδεµένες µε τις ακολουθίες.  Χρησιµοποιήθηκαν 

στοιχεία από τις πηγές: ���, ���, ���, ���, ����. 
 

1.1.  Μαθηµατική έννοια της ακολουθίας 

Αν  σε  κάθε  φυσικό  αριθµό  αντιστοιχίσουµε   τον  αντίστροφό  του,   

δηλαδή 1 → 
�
�    2 → �


   …   n → �
�   τότε ορίζεται µια συνάρτηση, µια 

απεικόνιση. 

Κάθε απεικόνιση µε πεδίο ορισµού το σύνολο N* = N - {0} των θετικών 

ακέραιων αριθµών ονοµάζεται ακολουθία. Στις εφαρµογές µας το πεδίο τιµών 

µιας ακολουθίας θα είναι πάντοτε υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών 

αριθµών R. Κάθε τέτοια ακολουθία ονοµάζεται ακολουθία πραγµατικών 

αριθµών ή, εν συντοµία, πραγµατική ακολουθία. 

Μια πραγµατική ακολουθία µπορεί να γραφτεί συµβολικά ως    f: N* → R,  

µε ψ=f(x). Επειδή όµως το πεδίο ορισµού είναι το N* έχει επικρατήσει η τυχαία 

µεταβλητή να συµβολίζεται µε το γράµµα n (αντί του x). Ακόµη αντί της 

έκφρασης ψ=f(n) προτιµούµε την  f�  
 ��,  �� ∈  R. Το  �� καλείται γενικός 

όρος  ή  n-όρος της ακολουθίας. Κατά συνέπεια µια πραγµατική ακολουθία έχει 

τη µορφή (��), n ∈ N*, �� ∈ R ή ��, �
, …, ��. Ενώ στην περίπτωση που ως 

πεδίο ορισµού ληφθεί το σύνολο N των φυσικών αριθµών η ακολουθία θα έχει 

τη µορφή ��, ��, �
, …��.  

Παραδείγµατα: 

Η ακολουθία (��) = � �
��� έχει ως πρώτους όρους τους αριθµούς  1, 

�
�, 

�
�, 

�
��, 

�

�, … Στο Σχήµα 1.1 έχουµε τη γραφική παράσταση της ακολουθίας � �

���.  
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Η ακολουθία (��) = (1+(−1)�) έχει ως πρώτους όρους τους αριθµούς 0, 2, 

0, 2, 0, 2, … Στο Σχήµα 1.2 έχουµε τη γραφική παράσταση της ακολουθίας 

(1+(−1)�).  
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1.2.  Φραγµένες -Μονότονες - Συγκλίνουσες ακολουθίες 

Συνήθως εξετάζουµε τις ακολουθίες σχετικά µε το αν είναι φραγµένες, 

αύξουσες ή φθίνουσες καθώς και συγκλίνουσες ή αποκλίνουσες. 

Έστω µια ακολουθία (��) πραγµατικών αριθµών. Η ακολουθία (��) 

καλείται άνω φραγµένη όταν υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός Μ τέτοιος 

ώστε για κάθε όρο της ακολουθίας να ισχύει �� ≤ M, ∀n ∈ N. Η ακολουθία 

(��) καλείται κάτω φραγµένη όταν υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός m 

τέτοιος ώστε για κάθε όρο της ακολουθίας να ισχύει �� ≥ m,  ∀n ∈ N. Η 

ακολουθία (��) καλείται φραγµένη όταν ισχύουν τα δύο παραπάνω 

ταυτόχρονα. 

Παράδειγµα: 

Έστω η ακολουθία (��) = �"#$(�)
� �.  

Τότε |��| = '"#$(�)
� ' ≤  �

� ≤ 1  ή  -1≤ �� ≤ 1, ∀ n ∈ N. Συνεπώς m = -1 ≤ 

 �� = "#$(�)
�   ≤ 1 = M. Οπότε καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως η ακολουθία 

είναι φραγµένη. 

 

Μια ακολουθία (��) καλείται αύξουσα όταν ισχύει �� ≤ ��(� ∀ n ∈ N, 

δηλαδή όταν κάθε επόµενος όρος είναι µεγαλύτερος ή ίσος του προηγουµένου 

του. Καλείται φθίνουσα όταν ισχύει �� ≥ ��(� ∀ n ∈ N, δηλαδή όταν κάθε 

επόµενος όρος είναι µικρότερος ή ίσος του προηγουµένου του. Καλείται  

γνησίως αύξουσα όταν  ισχύει �� < ��(� ∀ n ∈ N και γνησίως φθίνουσα όταν 

ισχύει  �� > ��(� ∀ n ∈ N. Εάν η ακολουθία είναι αύξουσα ή φθίνουσα, τότε 

καλείται µονότονη ενώ αν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα, τότε 

καλείται γνησίως µονότονη. 

Παράδειγµα: 

Έστω η ακολουθία (��) = �

��  

Ισχύει ότι ��(� =  



�(� < 


� = ��, ∀n ∈ N. Οπότε η ακολουθία είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

 

Τέλος περιγράφουµε τη συµπεριφορά της ακολουθίας καθώς ο δείκτης της 

αυξάνεται απεριόριστα χρησιµοποιώντας το όριό της. Χρησιµοποιούµε δηλαδή 
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το όριο της ακολουθίας για να δούµε τη συµπεριφορά της ως προς το αν 

συγκλίνει ή αποκλίνει. 

Μια ακολουθία  (��), λοιπόν, θα καλείται συγκλίνουσα προς το λ ∈ R,  αν 

για ∀ ε>0 ∃,� ∈ N τέτοιο ώστε για n>,� να ισχύει |�� − -|<ε. Από τη σχέση 

αυτή προκύπτει ότι –ε <��-λ< ε ή ισοδύναµα λ-ε < ��< λ+ε  ∀ n>,�. Η 

τελευταία σχέση σηµαίνει ότι στην περιοχή του λ βρίσκονται σχεδόν όλοι οι 

όροι της ακολουθίας εκτός πεπερασµένου πλήθους, τους ��, �
, �/, ��, … ��0, 

ώστε αν λ είναι το όριο της συγκλίνουσας ακολουθίας  (��), τότε οσονδήποτε 

µικρός κι αν είναι ο ε, εκτός της περιοχής του λ, Π(λ, ε) = (λ-ε, λ+ε) υπάρχουν 

µόνο πεπερασµένου πλήθους όροι της ακολουθίας. Μια ακολουθία (��) που 

δεν είναι συγκλίνουσα, καλείται αποκλίνουσα. Καλείται ορισµένως 

αποκλίνουσα αν δοθέντος ενός αριθµού Μ>0 οσονδήποτε µεγάλου ∃,� ∈ Ν 

ώστε µε n>,� να ισχύει ��>Μ ή ��<-Μ. Στην πρώτη περίπτωση θα λέµε ότι η  

(��) αποκλίνει προς το +∞ και θα σηµειώνουµε lim�→5 ��= +∞ ή �� →+∞ 

ενώ στη δεύτερη lim�→5 ��= -∞ ή �� →-∞. Μια ακολουθία θα καλείται 

αορίστως αποκλίνουσα αν δεν είναι ούτε συγκλίνουσα αλλά ούτε και ορισµένως 

αποκλίνουσα. Για παράδειγµα, η ακολουθία ��=(−1)� είναι αορίστως 

αποκλίνουσα γιατί lim�→5 �� = -1 µε περιττές τιµές και lim�→5 �� = 1 µε 

άρτιες τιµές. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι ορισµένως αποκλίνουσες 

ακολουθίες, από άποψη ιδιοτήτων, παρουσιάζουν πολλές οµοιότητες µε τις 

συγκλίνουσες. Γι’ αυτό θα λέµε ότι µια ακολουθία θα συγκλίνει υπό την ευρεία 

έννοια, όταν συγκλίνει ή αποκλίνει ορισµένως. 

Παράδειγµα: 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την ακολουθία (��) = � �
�(�� και ε=

�
���� . Τότε 

lim�→5 �� = lim�→5
�

�(� = 1 = λ  και |�� − -| = ' �
�(� − 1' =  ' �

�(�' . Τότε θα 

υπάρχει ,� = 999 ώστε µε n >999  να ισχύει  |�� − 1| = ' �
�(�' < 

�
���� < ε . Άρα   

-ε = - 
�

���� < 
�

�(� < 
�

���� = ε . Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι η ακολουθία (��) είναι 

συγκλίνουσα και πιο συγκεκριµένα συγκλίνει προς το 1. 
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1.3.  Ανάλυση προσφοράς – ζήτησης 

Η µικροοικονοµική θεωρία µέσω των εννοιών της προσφοράς και της 

ζήτησης προσπαθεί να περιγράψει και να προβλέψει την τιµή και την ποσότητα 

των αγαθών που πωλούνται σε ανταγωνιστικές αγορές. Σύµφωνα µε το νόµο 

προσφοράς – ζήτησης, όταν αυξάνεται η τιµή πώλησης P ενός αγαθού τότε 

αυξάνεται και η προσφερόµενη ποσότητα Qs του αγαθού αυτού, ενώ αντίθετα η 

ζητούµενη ποσότητα Qd του αγαθού µειώνεται. Ενώ όταν µειώνεται η τιµή 

πώλησης P τότε µειώνεται και η προσφερόµενη ποσότητα Qs αλλά αυξάνεται η 

ζητούµενη ποσότητα Qd. Κατά συνέπεια τα Qs και Qd είναι πάντοτε 

συναρτήσεις της P. Η συνάρτηση Qs = Qs(P) ονοµάζεται συνάρτηση 

προσφοράς ενώ η Qd = Qd(P) ονοµάζεται συνάρτηση ζήτησης του αγαθού. 

Γίνεται φανερό ότι οι δύο συναρτήσεις µπορούν να δοθούν και υπό τη µορφή P 

= P(Qs) και P = P(Qd) αντίστοιχα. Σ’ αυτή την περίπτωση και όταν η φύση του 

προϊόντος  είναι τέτοια ώστε να παράγεται σε ακέραιες µετρικές µονάδες (π.χ. 

αυτοκίνητα, ηλεκτρικές συσκευές κλπ), τόσο η συνάρτηση ζήτησης όσο και η 

συνάρτηση προσφοράς του προϊόντος είναι ακολουθίες. Η τιµή πώλησης P 

προσδιορίζεται όταν επέλθει οικονοµική ισορροπία. Αυτό το θεωρητικό σηµείο 

ισορροπίας ορίζεται ως το σηµείο όπου οι παραγωγοί είναι διατεθειµένοι να 

πουλήσουν τόση ποσότητα αγαθών, όση ακριβώς χρειάζονται οι καταναλωτές, 

δηλαδή όταν Qd = Qs. 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι σε µια αυτοκινητοβιοµηχανία η τιµή πώλησης ενός 

συγκεκριµένου µοντέλου αυτοκινήτου ως συνάρτηση προσφοράς και ζήτησης 

δίνεται από τις ακολουθίες  (n + 9) και (30 – 2n) αντίστοιχα, όπου n η ποσότητα 

των αυτοκινήτων. Να βρεθεί η ηµερήσια παραγωγή αυτού του µοντέλου όταν 

επέλθει οικονοµική ισορροπία. 

Έστω ότι P είναι η τιµή πώλησης κάθε αυτοκινήτου. Επειδή η συνάρτηση 

προσφοράς δίνεται από την ακολουθία (n + 9) τότε από τη σχέση P = n + 9 

προκύπτει Qs = n = P – 9. Επειδή η συνάρτηση ζήτησης δίνεται από την 

ακολουθία (30 – 2n) τότε από τη σχέση P = 30 - 2n προκύπτει Qd = n = - 
�

P + 

15. Η οικονοµική ισορροπία επέρχεται όταν Qd = Qs, δηλαδή όταν - 
�

P + 15 = 

P – 9 ↔ P + 
�

P = 24 ↔ 

/

P = 24. Συνεπώς P = 16 νοµισµατικές µονάδες. Άρα η 

ηµερήσια παραγωγή του συγκεκριµένου µοντέλου αυτοκινήτου θα είναι n = P – 

9 = 16 – 9 = 7 αυτοκίνητα. 
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1.4.  Σειρές 

Έστω ότι έχουµε την παρακάτω ακολουθία (��) = (��, �
, �/, ��, … ,
��) και από αυτή σχηµατίζουµε την εξής ακολουθία των µερικών αθροισµάτων: 

(8�) = (8�, 8
, 8/, 8�, … , 8�) όπου, 

8� = �� 

8
 = �� + �
 

8/ = �� + �
 + �/ 

8� = �� + �
 + �/ + �� 

... 

8� = �� + �
 + �/ + �� + … + �� 

Για την αρχική ακολουθία χρησιµοποιούµε το συµβολισµό ��, �
, �/,
��, … , �� , ενώ για τη δεύτερη τον ∑  ��5�
� . Το νέο σύµβολο ονοµάζεται 

άπειρη σειρά ή απλώς σειρά. Οι όροι της ακολουθίας  8�, δηλαδή οι  8�, 8
, 8/,
8�, … , 8� λέγονται µερικά αθροίσµατα της ακολουθίας (��). Συνεπώς µε τον 

όρο σειρά εννοούµε ένα σύµβολο, το οποίο παριστάνει την ακολουθία των 

µερικών αθροισµάτων. Επισηµαίνουµε ότι µια σειρά µπορεί να αρχίζει από τον 

κ – όρο. Οπότε γράφουµε ∑ ��5�
: . Αν κ=0 τότε έχουµε ∑ ��5�
� . 

Συµπεραίνουµε πως και στις σειρές θα ισχύουν οι σχετικοί ορισµοί  αλλά 

και οι ιδιότητες των ακολουθιών. Συγκεκριµένα συγκλίνουσα θα λέγεται η 

σειρά εκείνη, της οποίας η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων (8�) είναι 

συγκλίνουσα ενώ ορισµένως αποκλίνουσα ή αορίστως αποκλίνουσα θα λέγεται 

η σειρά εκείνη, της οποίας η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων (8�) είναι 

ορισµένως ή αορίστως αποκλίνουσα αντίστοιχα. Αν η σειρά συγκλίνει και L 

είναι το όριο της ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων αυτής, δηλαδή 

lim�→5 8�  = L τότε ο αριθµός L καλείται άθροισµα της σειράς και θα 

σηµειώνεται ως  �� + �
 + �/ + �� + … + �� + … ή ∑  ��5�
� . Αν ∑  ��5�
�  = 

+∞ (αντίστοιχα ∑  ��5�
�  = -∞), τότε η σειρά απειρίζεται θετικά (αντίστοιχα 

απειρίζεται αρνητικά). Οπότε όταν λέµε ότι η σειρά ∑  ��5�
�  =  �� + �
 + �/ + 

�� + … + ��  + …  συγκλίνει εννοούµε ότι ∑  ��5�
�  = L και L∈ R. 

Θα πρέπει να τονιστεί ότι το άθροισµα µιας σειράς δεν έχει την έννοια του 

αποτελέσµατος µιας πρόσθεσης, αφού η πράξη της πρόσθεσης είναι µια εντελώς 

ορισµένη πράξη που αφορά µόνο πεπερασµένου πλήθους προσθετέους. Το 

άθροισµα µιας σειράς είναι το όριο της ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων, 

εφόσον η ακολουθία αυτή είναι συγκλίνουσα. Όπως έχει ήδη αναφερθεί , η 
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σειρά είναι ένα νέο σύµβολο της ακολουθίας των µερικών αθροισµάτων. Αλλά 

και αντίστροφα κάθε ακολουθία (;�) µπορεί να παρασταθεί σαν µια ακολουθία 

µερικών αθροισµάτων, συνεπώς σαν µια σειρά. Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι έχουµε 

την ακολουθία (;�) = (;�, ;
, ;/, ;�, …, ;�) και θέτουµε �� = ;
, ��(� = ;�(� 

- ;� µε n ∈ N. Τότε θεωρούµε την παρακάτω σειρά: 

∑  ��5�
�   = �� + �
 + �/ + �� + … + �� + … 

= ; � + (;
 − ;�) + (;/ − ;
) + … + (;�(� −  ;�) + … 

= ; � + ∑ (;�(�  −  ;�)5�
�  

Μερικά αθροίσµατα της σειράς θα είναι τα ;�, ;
, ;/, ;�, …, ;� , δηλαδή 

η ακολουθία (;�). Εποµένως σε κάθε πρόταση που αφορά τη σύγκλιση ή την 

απόκλιση ακολουθίας θα αντιστοιχεί και µια πρόταση που αφορά τη σύγκλιση ή 

την απόκλιση σειράς. 

Παράδειγµα: 

Υποθέτουµε ότι έχουµε τη σειρά ∑ ��5�
�  = ∑ ,5�
� . 

 8� = �� + �
 + … + �� = 1 + 2 + … + n =  
�(�(�)


  , ως το άθροισµα των n 

πρώτων όρων µιας αριθµητικής προόδου ( η ανάλυσή της θα γίνει παρακάτω ). 

Ισχύει ∑ ��5�
�  = ∑ ,5�
�  =  lim�→5 ��(�(�)

 � = +∞. Οπότε συµπεραίνουµε πως 

η σειρά απειρίζεται θετικά. 
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1.5.  Πρόοδοι 

1.5.1. Αριθµητική Πρόοδος 

Μια ακολουθία καλείται αριθµητική πρόοδος όταν κάθε όρος της 

προκύπτει από τον προηγούµενό του, εφόσον προστεθεί σ’ αυτόν ένας 

συγκεκριµένος αριθµός. ∆ηλαδή όταν ισχύει  �� = ��<� + ω, για κάθε φυσικό 

αριθµό n. Ο σταθερός πραγµατικός αριθµός ω ονοµάζεται διαφορά της 

προόδου. Εποµένως από τον ορισµό ισχύουν τα παρακάτω: 

�� = �� 

�
 = �� + ω 

�/ = �
 + ω = (�� + ω) + ω = �� + 2ω 

�� = �/ + ω = (�� + 2ω) + ω = �� + 3ω 

… 

�� = ��� + (, − 2)?� + ω = �� + (n-1)ω 

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι ο ν-οστός όρος µιας αριθµητικής προόδου 

υπολογίζεται από τη σχέση �� = �� + (n-1)ω, n≥1.                       (1) 

Αποδεικνύεται επίσης ότι το διπλάσιο του µεσαίου όρου ισούται µε το 

άθροισµα των δύο άλλων όρων όταν οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι µιας 

αριθµητικής προόδου. Το παρατηρούµε όταν επιλέξουµε µια αριθµητική 

πρόοδο, έστω την 8, 16, 24, 32, 40, 48, …Αν πάρουµε τους όρους 16, 24, 32 

τότε ισχύει 2*24 = 16 + 32 και αυτό αποδεικνύεται ως εξής: Έστω ότι οι α, β, γ 

είναι διαδοχικοί όροι µιας αριθµητικής προόδου µε λόγο ή διαφορά  ω. Τότε β-α 

= ω και γ-β = ω, οπότε β-α = γ-β και 2β = γ+α. Συνεπώς ο αριθµός β µε την 

ιδιότητα 2β = γ+α ονοµάζεται αριθµητικός µέσος των α και γ. 

Τέλος θα αποδείξουµε τον τύπο του αθροίσµατος n πρώτων όρων. Έστω η 

αριθµητική πρόοδος (��) µε διαφορά ω, 8� = �� + �
 + … +��<� + �� ή 8� = 

�� + ��<� + … + �
 + ��. Αν προσθέσουµε κατά µέλη τις παραπάνω ισότητες: 

28� = (�� + ��) + (�
 + ��<�) + (��<� + �
) + (�� + ��) 

= (�� + ��) + �(�� + ?) + (�� − ?)� + … + �(�� − ?) + (�� + ?)� + 

(�� + ��)  

= (�� + ��) + (�� + ��) + … + (�� + ��) + (�� + ��) 

= n(�� + ��) 
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Άρα 8� = 
 �(@A ( @B)


      (2) και αντικαθιστώντας το �� = �� + (n-1)ω στην 

(2) θα έχουµε: 

8� = 
�(@A ( @A ( (�<�)C )


  = 
�(
 @A ( (�<�)C )


       (3) 

Η αριθµητική πρόοδος είναι µια σειρά της µορφής ∑ ���  +  (n − 1)ω �5�
�  

όπου α, ω ∈ R και ω≠0. Ισχύει ότι lim�→5 8� = +∞ αν ω>0 και lim�→5 8� = -

∞ αν ω<0. Αυτό σηµαίνει πως θα είναι πάντα αποκλίνουσα. 

Ο τύπος 8� = 
 �(@A ( @B)


    είχε υπολογιστεί από τον Johann Carl Friedrich 

Gauss, γνωστό µαθηµατικό, σε ηλικία µόλις δέκα ετών. Σε µια απόπειρα ενός 

δασκάλου του στο δηµοτικό να απασχολήσει τους µαθητές του βάζοντάς τους 

να προσθέσουν όλους τους ακεραίους από το 1 έως το 100 ο µικρός Gauss 

βρήκε το σωστό άθροισµα σε λιγότερο από ένα λεπτό. Αντιλήφθηκε πως η 

πρόσθεση κατά ζεύγη από τις δύο άκρες αυτής της σειράς αριθµών έδινε πάντα 

το ίδιο άθροισµα: 1 + 100 =101, 2 + 99 = 101 κ.ο.κ.  

Παράδειγµα: 

Να βρεθεί η αριθµητική πρόοδος, καθώς και η διαφορά ω αυτής. Η 

πρόοδος έχει ως πρώτο όρο ��=30 και το άθροισµα των πρώτων 20 όρων είναι 

410. Έπειτα να σηµειωθούν οι τέσσερις πρώτοι όροι της αριθµητικής προόδου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: ��=30, n=20, 8
�=410. 

Η αριθµητική πρόοδος είναι της µορφής �� = �� + (n-1)ω και για τον 

εικοστό όρο ισχύει �
� = 30 + 19ω. Από τη στιγµή που το άθροισµα των 20 

πρώτων όρων είναι 410 ισχύει: 

8� = 
 �(@A ( @B)


 , δηλαδή 

410 = 

�G/� ( (/� ( ��H)I


  

= 

�(�� ( ��H)


  

= 10(60 + 19?) 

Λύνοντας ως προς τη διαφορά ω δίνεται ως αποτέλεσµα 190ω = -190. 

Εποµένως η διαφορά είναι ω=-1. Επίσης οι τέσσερις πρώτοι όροι της 

αριθµητικής προόδου είναι: ��=30, �
=29, �/=28, ��=27. 
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1.5.2. Γεωµετρική πρόοδος 

Μια ακολουθία καλείται γεωµετρική πρόοδος όταν κάθε όρος της 

προκύπτει από τον προηγούµενό του, εφόσον πολλαπλασιαστεί µε ένα σταθερό 

αριθµό ω. ∆ηλαδή όταν ισχύει  �� = ��<�ω, για κάθε φυσικό αριθµό n. Ο 

σταθερός πραγµατικός αριθµός ω ονοµάζεται λόγος της προόδου. Εποµένως 

από τον ορισµό ισχύει ω = 
@B

MBNA
 . ∆ηλαδή για να βρούµε το λόγο ω µιας 

γεωµετρικής προόδου αρκεί να διαιρέσουµε οποιονδήποτε όρο της µε τον 

προηγούµενό του. Ισχύει επίσης ότι: 

�� = �� 

�
 = ��ω 

�/ = �
ω = (��ω)ω = ��?
 

�� = �/ω = (��?
)ω = ��?/ 

… 

�� = ��<�ω = (��?�<
)ω = ��?�<� 

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι ο ν-οστός όρος µιας γεωµετρικής προόδου 

υπολογίζεται από τη σχέση  �� = ��?�<�, n≥1.                            (4) 

Αποδεικνύεται επίσης ότι το τετράγωνο του µεσαίου όρου ισούται µε το 

γινόµενο των δύο άλλων όρων όταν οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι µιας 

γεωµετρικής προόδου. Το παρατηρούµε όταν επιλέξουµε µια γεωµετρική 

πρόοδο, έστω την 5, 10, 20, 40, 80, 160, …Αν πάρουµε τους όρους 10, 20, 40 

τότε ισχύει 20
 = 10 ∙ 40 και αυτό αποδεικνύεται ως εξής: Έστω ότι οι α, β, γ 

είναι διαδοχικοί όροι µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο ω. Τότε 
P
M = ω και 

Q
P = 

ω, οπότε 
P
M = 

Q
P και ;
 = γα. Συνεπώς ο αριθµός β µε την ιδιότητα ;
 = γα   

ονοµάζεται γεωµετρικός µέσος των α και γ. 

Θα αποδείξουµε τον τύπο του αθροίσµατος n πρώτων όρων. Έστω η 

γεωµετρική πρόοδος (��) µε λόγο ω, 8� = �� + ��ω +��?
 + … + ��?�<� και 

ω8� =  ��ω +��?
 + ��?/ + … + ��?�<� + ��?�. Αν από τη δεύτερη ισότητα 

αφαιρέσουµε την πρώτη τότε: ω8� - 8� = ��?� - �� ↔ (ω-1) 8� = �� (?�-1)  ↔  

 8� = ��
HB<� 
C<�                                                  (5)   

Από τη σχέση (5) 8� = ��
HB<� 
C<�  = 

@AHB<@A 
H<�  = 

@A
�<H - 

@AHB
�<H  και µε |?|<1 το 

lim�→5 ?� = 0. Άρα lim�→5 8� = lim�→5  R @A
�<H  −  @AHB

�<H S = 
@A

�<H. Εποµένως το 
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άθροισµα των απείρων όρων µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο ω και |?|<1 

δίνεται  από τον τύπο ∑  5�
�
@A

�<H    (6). Μια τέτοια σειρά ονοµάζεται γεωµετρική 

σειρά. 

Παράδειγµα: 

Έστω η γεωµετρική πρόοδος 1, 
�
/, 

�
�, 

�

T, … Να βρεθεί ο όγδοος όρος της. 

Επίσης να βρεθεί ο όγδοος όρος της αριθµητικής προόδου 1, 
�
/, 

�
/, 

�
/, … και να 

γίνει σύγκριση των αποτελεσµάτων. 

Ο λόγος ω της γεωµετρικής προόδου είναι ω=
�
/ και ο πρώτος όρος της  

��=1. Επίσης τα ίδια ισχύουν και για την αριθµητική πρόοδο. Άρα ο όγδοος 

όρος της γεωµετρικής προόδου είναι �� = ��?�<� ↔ �U = 1∙ ��
/�T

= 
�


�UT ≅ 

0,0004572 . Ο όγδοος όρος της αριθµητικής προόδου είναι �� = �� + (n-1)ω ↔ 

�U = 1 + 7 ∙ ��
/� = 

��
/  = 3,333. 

Όπως γίνεται αντιληπτό εάν υπάρχει µια γεωµετρική πρόοδος και µια 

αριθµητική πρόοδος τέτοιες ώστε να έχουν ίσους πρώτους όρους, καθώς και ο 

λόγος ή διαφορά ω να είναι ίσος και στις δυο, τότε οι όροι της γεωµετρικής 

προόδου µεταβάλλονται γρηγορότερα από τους αντίστοιχους όρους της 

αριθµητικής προόδου. 
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2. ΕΝΝΟΙΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ, ΧΡΟΝΟΥ, ΤΟΚΟΥ, 

ΕΠΙΤΟΚΙΟΥ 

 

Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο αναλύονται οι έννοιες κεφάλαιο, χρόνος, 

τόκος και επιτόκιο. Πρόκειται για τέσσερις βασικές έννοιες που θα 

χρησιµοποιηθούν ως δεδοµένα για την ανάπτυξη των επόµενων κεφαλαίων. 

Χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία από τις πηγές: �W�, �X�, �Y�, ����. 
 

2.1.  Κεφάλαιο 

Για την έννοια του κεφαλαίου έχουν δοθεί αρκετοί ορισµοί από την 

Οικονοµική Επιστήµη. Στα Οικονοµικά Μαθηµατικά όµως ως κεφάλαιο νοείται 

κάθε χρηµατικό ποσό  που δύναται να διατεθεί ώστε να παράγει ένα νέο 

χρηµατικό ποσό ή διαφορετικά κεφάλαιο καλείται κάθε οικονοµικό αγαθό που 

εκφράζεται σε νοµισµατικές µονάδες και έχει µια ≪ παραγωγική ικανότητα ≫. 

Κατά συνέπεια αν υπάρχει ένα χρηµατικό ποσό το οποίο όµως δε 

χρησιµοποιείται ή ένα χρηµατικό ποσό το οποίο έχει δανειστεί χωρίς τόκο δεν 

αποτελεί κεφάλαιο. Επίσης ένα οικόπεδο καθώς και ένα µηχάνηµα που δε 

χρησιµοποιούνται δεν αποτελούν κεφάλαιο από οικονοµικής άποψης για τα 

Οικονοµικά Μαθηµατικά. Αν όµως εκτιµηθούν σε νοµισµατικές µονάδες  και 

νοικιασθούν µε στόχο τη χρησιµοποίησή τους για παραγωγικό σκοπό, τότε 

αποτελούν ενεργό κεφάλαιο. Μια συνηθισµένη µορφή παραγωγικής ικανότητας 

ενός κεφαλαίου είναι η παραχώρησή του µε αµοιβή σε κάποιο άλλο πρόσωπο 

για ορισµένο χρονικό διάστηµα. Η συγκεκριµένη ενέργεια καλείται δανεισµός 

κεφαλαίου. Να σηµειώσουµε ότι το κεφάλαιο συµβολίζεται µε το γράµµα C. 

 

2.2.  Χρόνος 

Χρόνος καλείται η χρονική διάρκεια κατά την οποία το κεφάλαιο καλείται 

παραγωγικό, ή διαφορετικά, η χρονική διάρκεια της παραγωγικής ικανότητας 

ενός κεφαλαίου. Ο χρόνος µπορεί να είναι πεπερασµένος ή ακόµα και άπειρος. 

Η χρονική διάρκεια συµβολίζεται µε το διάστηµα �0, \�, όπου το 0 παριστάνει 

τη χρονική στιγµή που αρχίζει η παραγωγικότητα του κεφαλαίου και το t τη 

χρονική στιγµή που διακόπτεται η παραγωγικότητα του κεφαλαίου. Στην πράξη 

κυρίως ως µονάδες µέτρησης του χρόνου λαµβάνονται το έτος, το τρίµηνο, ο 

µήνας και η ηµέρα. 
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Όσον αφορά το έτος διακρίνουµε τρεις κατηγορίες, µικτό, εµπορικό και 

πολιτικό έτος: 

� Μικτό έτος 

Στο µικτό έτος θεωρούµε πως όλοι οι µήνες του έτους έχουν ακριβώς τις 

ηµέρες που έχουν και ηµερολογιακά και το έτος 360 ηµέρες. Εφαρµόζεται στην 

Ελλάδα, στην Ιταλία, στη Γαλλία, στο Βέλγιο, στην Αυστρία, στην Ισπανία, 

στην Ολλανδία και στη Γενεύη. 

� Εµπορικό έτος 

Στο εµπορικό έτος θεωρούµε πως κάθε µήνας έχει 30 ηµέρες ανεξάρτητα 

από το πόσες ηµέρες έχει ηµερολογιακά και το έτος 360 ηµέρες. Εφαρµόζεται 

στις Σκανδιναβικές χώρες, στη Γερµανία, στη Ρωσία και στην Ελβετία εκτός 

από την περιοχή της Γενεύης. 

� Πολιτικό έτος 

Στο πολιτικό έτος θεωρούµε πως όλοι οι µήνες του έτους έχουν ακριβώς 

τις ηµέρες που έχουν και ηµερολογιακά και το έτος 365 ηµέρες ή 366 εάν το 

έτος είναι δίσεκτο. Εφαρµόζεται στην Αγγλία, στις ΗΠΑ, στην Πορτογαλία και 

στον Καναδά. 

Εάν ο χρόνος αναφέρεται σε έτη τότε συµβολίζεται µε n, εάν αναφέρεται 

σε µήνες συµβολίζεται µε µ και εάν αναφέρεται σε ηµέρες συµβολίζεται µε v. Η 

έννοια του χρόνου και κυρίως η κατηγοριοποίηση σε µικτό, εµπορικό και 

πολιτικό έτος θα γίνει απόλυτα κατανοητή στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα 

δούµε ορισµένα παραδείγµατα. 

 

2.3.  Τόκος 

Ο όρος τόκος παρουσιάζει ένα θεωρητικό και ένα ηθικό πρόβληµα από 

αµνηµονεύτων χρόνων. Αποδοκιµάστηκε την αρχαία εποχή από την εκκλησία 

αλλά και από τους φιλόσοφους, ένας από τους οποίους είναι ο Αριστοτέλης. 

Είναι γνωστή άλλωστε και η φράση της εποχής ≪  Όποιος λαµβάνει τόκο 

αµαρτάνει ≫. 

Εάν γίνει εναλλαγή από ηθικολόγους και επιχειρηµατίες σε 

επιβεβαιωµένους, ειδικούς οικονοµολόγους, τότε θα διαπιστωθεί ότι παρόλο 

που οι περισσότεροι από αυτούς δικαιολογούν τον τόκο, υπάρχουν σχεδόν 

απελπιστικές διαφωνίες ως προς τη θεωρία της αιτιολόγησής του. Τα πιο 

αξιοσηµείωτα βιβλία, όπως είναι αυτά του Cassel, του Bawerk, του Landry και 
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του Fisher, προσφέρουν θεωρίες περί τόκου τόσο διαφορετικές όπου και ένας 

ειδικός ερευνητής θα έµπαινε σε πειρασµό να εγκαταλείψει το πρόβληµα από 

απόγνωση. 

Στη σηµερινή εποχή, ως τόκος καλείται το ποσό των χρηµάτων το οποίο 

εισπράττει ο κάτοχος ενός κεφαλαίου – δανειστής από τον οφειλέτη ως 

αποζηµίωση ή αµοιβή για την παραχώρηση του δικαιώµατος χρήσης ή 

εκµετάλλευσης ενός χρηµατικού ποσού για συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Οι 

οικονοµολόγοι συχνά όταν αναφέρονται στον τόκο χρησιµοποιούν τον όρο 

αµοιβή για τη χρησιµοποίηση του κεφαλαίου ή τιµή µε την οποία χρεώνεται η 

χρήση του κεφαλαίου. Ο τόκος ενός κεφαλαίου είναι το µέτρο της παραγωγικής 

ικανότητας του κεφαλαίου και το µέγεθός του εξαρτάται από το ύψος του 

κεφαλαίου καθώς και από τη χρονική διάρκεια της παραχώρησης αυτού. 

Επιπλέον, ο τόκος αναγνωρίζεται ως νόµιµο στοιχείο αλλά υπάρχει ένας και 

µόνο περιορισµός  στον καθορισµό του ανώτατου ορίου αυτού. Η υπέρβαση 

αυτού του ορίου ονοµάζεται τοκογλυφία και τιµωρείται από το νόµο. 

Η πληρωµή του τόκου δικαιολογείται από κάποιον κίνδυνο που έχει ο 

δανειστής σε περίπτωση που δεν του επιστραφεί το κεφάλαιο από τον 

δανειζόµενο σε συγκεκριµένο χρόνο. Η λέξη τόκος παράγεται από το ρήµα 

τίκτω (γεννώ) και σηµαίνει το γεννηµένο (παραχθέν). Συµβολίζεται µε το 

γράµµα I, αρχικό γράµµα της αγγλικής λέξης Interest. 

 

2.4.  Επιτόκιο 

Επιτόκιο ονοµάζεται ο τόκος που καταβάλλεται για τη χρήση 

συγκεκριµένου χρηµατικού κεφαλαίου για συγκεκριµένη χρονική περίοδο και 

συνήθως στην πράξη το επιτόκιο παριστάνει τον τόκο των 100 νοµισµατικών 

µονάδων στην καθορισµένη χρονική περίοδο ή τον τόκο µιας νοµισµατικής 

µονάδας. Το επιτόκιο συµβολίζεται µε το γράµµα i. Όταν υπάρξει i=12% τότε 

συµπεραίνουµε πως εάν ένα άτοµο δανείσθηκε 100 ευρώ για µια χρονική 

περίοδο ενός έτους θα πληρώσει στο τέλος του έτους 12 ευρώ τόκο ή 0,12 ευρώ 

τόκο για κάθε ευρώ που δανείσθηκε. Η τιµή των επιτοκίων δεν είναι σταθερή, 

αντιθέτως υπόκειται σε αλλαγές. Αυτή η ρύθµιση των επιτοκίων δε γίνεται 

αυτόµατα. Προσδιορίζεται από τη φερεγγυότητα του δανειζόµενου, από την 

προσφορά και τη ζήτηση κεφαλαίων και επιπλέον από την οικονοµική, πολιτική 

και κοινωνική κατάσταση κάθε χώρας. Βέβαια σηµαντικό ρόλο στις 

χρηµατοπιστωτικές διαδικασίες λαµβάνει η  Κεντρική Τράπεζα µιας χώρας η 

οποία συντονίζει τις εγχώριες. 
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Υπάρχουν τρία είδη επιτοκίων, το νόµιµο, το συµβατικό και το 

προεξοφλητικό. Νόµιµο ονοµάζεται το επιτόκιο το οποίο καθορίζεται βάση 

νόµου και δεν µπορεί στις συναλλαγές να υπερβεί το όριο. Συµβατικό 

ονοµάζεται το επιτόκιο το οποίο καθορίζεται µεταξύ δανειστή και οφειλέτη και 

δεν µπορεί να υπερβεί το ανώτατο όριο του νοµίµου επιτοκίου. Προεξοφλητικό 

ονοµάζεται το επιτόκιο το οποίο έχει καθοριστεί από το ∆ιοικητικό Συµβούλιο 

της Τράπεζας της Ελλάδος και αποτελεί το βασικό επιτόκιο για τις 

προεξοφλήσεις των συναλλαγµατικών και των γραµµατίων από τις εµπορικές 

τράπεζες. 

Αναµφισβήτητα, το επιτόκιο είναι ένα από τα ισχυρότερα όπλα της 

Κεντρικής Τράπεζας για την άσκηση της νοµισµατικής της πολιτικής. Με τη 

ρύθµιση και τον έλεγχο των επιτοκίων έχει τη δυνατότητα να ρυθµίζει και να 

ελέγχει τις χορηγήσεις δανείων των εµπορικών τραπεζών, τις χρηµατοδοτήσεις 

των αναγκών του δηµοσίου τοµέα, αφού µια αύξηση των επιτοκίων κάνει 

ελκυστική την αγορά εντόκων γραµµατίων του ∆ηµοσίου και µε αυτόν τον 

τρόπο διοχετεύεται χρήµα για χρηµατοδότηση δηµοσίων δαπανών, καθώς και 

τις ροές της οικονοµίας προς το εξωτερικό.  
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3. ΑΠΛΟΣ ΤΟΚΟΣ 

 

Το παρόν κεφάλαιο αναλύει διεξοδικά την έννοια του απλού τόκου, το πώς 

υπολογίζεται ο τόκος µιας σειράς καταθέσεων αλλά και το µέσο επιτόκιο. 

Χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία από τις πηγές: �W�, �X�, �]�. 
 

3.1.  Βασικές έννοιες 

Στον απλό τόκο τα ποσά του κεφαλαίου και του τόκου  παραµένουν 

σταθερά σε όλη τη διάρκεια της παραγωγικής διαδικασίας. Ο τόκος που 

παράγεται από ένα κεφάλαιο ενσωµατώνεται σ’ αυτό στο τέλος της χρονικής 

περιόδου τοκισµού. Αυτό σηµαίνει πως ο παραγόµενος τόκος στο τέλος της 

πρώτης περιόδου δεν προστίθεται στο κεφάλαιο και κατά συνέπεια δεν παράγει 

και αυτός τόκο για την επόµενη χρονική περίοδο τοκισµού. Ο απλός τόκος 

εφαρµόζεται στις βραχυπρόθεσµες οικονοµικές πράξεις, συνήθως µέχρι τριών 

µηνών ή το πολύ µέχρι ενός έτους. Στα προβλήµατα του απλού τόκου 

εµφανίζονται τα ποσά που αναφέρθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο. ∆ηλαδή 

το κεφάλαιο, το οποίο συµβολίζεται µε το γράµµα C, ο χρόνος, ο οποίος 

συµβολίζεται µε το γράµµα n εάν ως µονάδα µέτρησης ληφθεί το έτος, µε το 

γράµµα µ εάν ως µονάδα µέτρησης ληφθεί ο µήνας ή µε το γράµµα v εάν ως 

µονάδα µέτρησης ληφθεί η ηµέρα. Επίσης εµφανίζεται ο τόκος, ο οποίος 

συµβολίζεται µε το γράµµα I και το επιτόκιο, το οποίο συµβολίζεται µε το 

γράµµα i. 

Σύµφωνα µε τον ορισµό του επιτοκίου, όταν ο χρόνος εκφράζεται σε έτη 

θα ισχύει η παρακάτω θεµελιώδης εξίσωση του τόκου: 

Κεφάλαιο 1 νοµισµατικής µονάδας σε 1 έτος και µε επιτόκιο i δίνει τόκο   

1 ∙ i 
Κεφάλαιο 1 νοµισµατικής µονάδας σε 2 έτη και µε επιτόκιο i δίνει τόκο     

2 ∙ i 
Κεφάλαιο 1 νοµισµατικής µονάδας σε 3 έτη και µε επιτόκιο i δίνει τόκο     

3 ∙ i 
... 

Κεφάλαιο 1 νοµισµατικής µονάδας σε n έτη και µε επιτόκιο i δίνει τόκο     

n ∙ i  
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Συµπεραίνουµε πως αν έχουµε κεφάλαιο C νοµισµατικών µονάδων, το 

οποίο τοκίζεται επί n έτη µε απλό τόκο και µε ετήσιο επιτόκιο i θα ισχύει η 

παρακάτω εξίσωση: 

I = C ∙ n ∙ i                  (7) 

 Η (7) αποτελεί τη θεµελιώδη εξίσωση του Απλού Τόκου (Απλή 

Κεφαλαιοποίηση). Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι ο απλός τόκος είναι 

ποσότητα ανάλογη του κεφαλαίου, του χρόνου και του επιτοκίου. Αυτό 

σηµαίνει, για παράδειγµα, πως αν ένα από τα ποσά του δευτέρου µέλους 

διπλασιασθεί, τριπλασιασθεί κ.λπ. τότε και ο τόκος θα διπλασιασθεί, 

τριπλασιασθεί κ.λπ. Η συγκεκριµένη εξίσωση λύνει όλα τα προβλήµατα του 

απλού τόκου αρκεί να δίνονται τα τρία από τα τέσσερα ποσά. Επίσης θα πρέπει 

ο χρόνος n και το επιτόκιο i να αναφέρονται στην ίδια µονάδα. Αν το επιτόκιο i 

είναι ετήσιο τότε ο χρόνος n θα πρέπει να εκφράζεται σε έτη. 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι κεφάλαιο 50.000 ευρώ τοκίζεται µε απλό τόκο για 3 έτη και µε 

επιτόκιο 9%. Πόσος τόκος θα παραχθεί; 

Τα δεδοµένα είναι : C = 50.000, n = 3, i = 0,09. Το ζητούµενο είναι ο 

τόκος, δηλαδή το I. Θα εφαρµόσουµε τη θεµελιώδη εξίσωση του απλού τόκου  I 

= C ∙ n ∙ i. Αντικαθιστώντας ισχύει I = 50.000 ∙ 3 ∙ 0,09 = 13.500. Εποµένως ο 

τόκος που θα παραχθεί είναι 13.500 ευρώ. 

 

Στην περίπτωση όµως που ο χρόνος δεν εκφράζεται σε έτη αλλά σε µήνες 

µ µε κεφάλαιο C και ετήσιο επιτόκιο i θα πρέπει ο χρόνος, από τη στιγµή που 

υπάρχει ετήσιο επιτόκιο, να εκφραστεί σε έτος. Συνεπώς η θεµελιώδης εξίσωση 

του απλού τόκου (7) θα πάρει τη µορφή I = C ∙ ^
�
 ∙ i = 

_ ∙ ^ ∙ `
�
 . 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι κεφάλαιο 1.500 ευρώ τοκίζεται µε απλό τόκο και ετήσιο επιτόκιο 

5% για 4 µήνες. Να βρεθεί ο τόκος που θα δώσει αυτό το κεφάλαιο στο τέλος 

των τεσσάρων µηνών. 

Τα δεδοµένα είναι: C = 1.500, µ = 4, i = 5% = 0,05. Το ζητούµενο είναι ο 

τόκος, δηλαδή το I. I = 
_ ∙ ^ ∙ `

�
  = 
�.��� ∙ � ∙ �,�� 

�
  = 
/��
�
  = 25.  Άρα στο τέλος των 

τεσσάρων µηνών ο τόκος θα είναι 25 ευρώ. 
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Στην περίπτωση που ο χρόνος δεν εκφράζεται ούτε σε έτη, ούτε σε µήνες 

αλλά εκφράζεται σε ηµέρες v µε κεφάλαιο C και ετήσιο επιτόκιο i θα πρέπει ο 

χρόνος, από τη στιγµή που υπάρχει ετήσιο επιτόκιο, να εκφραστεί σε έτος. 

Συνεπώς η θεµελιώδης εξίσωση του απλού τόκου I = C ∙ n ∙ i θα πάρει τη µορφή 

I = C ∙ a
/�� ∙ i = 

_ ∙a ∙`
/�� .  

 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι κεφάλαιο 1.500 ευρώ τοκίζεται µε απλό τόκο και ετήσιο επιτόκιο 

5% για 200 ηµέρες. Να βρεθεί ο τόκος που θα δώσει αυτό το κεφάλαιο στο 

τέλος των διακοσίων ηµερών. 

Τα δεδοµένα είναι: C = 1.500, v = 200, i = 5% = 0,05. Το ζητούµενο είναι 

ο τόκος, δηλαδή το I. I = 
_ ∙a ∙`
/��  = 

�.��� ∙ 
�� ∙ �,��
/��  = 

��.���
/��  = 41, 10. Άρα στο τέλος 

των διακοσίων ηµερών ο τόκος θα είναι 41, 10 ευρώ. 

Σηµείωση: 

Σε περίπτωση που το έτος είναι δίσεκτο ο αριθµός 365 στον τύπο I = 
_ ∙a ∙`
/��  

αντικαθίσταται µε τον αριθµό 366. 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο έγινε αναφορά στην έννοια του χρόνου και 

επίσης στο µικτό, εµπορικό και πολιτικό έτος. Αυτές οι τρεις κατηγορίες 

επηρεάζουν την εξίσωση του απλού τόκου ως εξής: Στο µικτό έτος, όπου όλοι οι 

µήνες έχουν ακριβώς τις ηµέρες που έχουν ηµερολογιακά και το έτος 360 

ηµέρες, ισχύει I = 
_ ∙a ∙`
/�� . Στο εµπορικό έτος, όπου κάθε µήνας έχει 30 ηµέρες και 

το έτος 360 ηµέρες, ισχύει η ίδια ακριβώς παραπάνω εξίσωση, δηλαδή η I = 
_ ∙a ∙`
/�� . Ενώ στο πολιτικό έτος, όπου όλοι οι µήνες έχουν ακριβώς τις ηµέρες που 

έχουν ηµερολογιακά και το έτος 365 ηµέρες ή 366 αν το έτος είναι δίσεκτο, 

ισχύει I = 
_ ∙a ∙`
/��  ή I = 

_ ∙a ∙`
/�� . Αξίζει να σηµειώσουµε πως οι τοκοφόρες ηµέρες, 

όταν αποταµιεύουµε χρήµατα σε µια τράπεζα, αρχίζουν από την επόµενη ηµέρα 

της κατάθεσης και τελειώνουν την ηµέρα της ανάληψης αυτών. Ενώ οι 

τοκοφόρες ηµέρες, στην περίπτωση που δανειζόµαστε κεφάλαιο από µια 

τράπεζα, αρχίζουν την ηµέρα του δανεισµού του κεφαλαίου και τελειώνουν την 

ηµέρα της επιστροφής του. Στα παραδείγµατα που θα ακολουθήσουν οι 

τοκοφόρες ηµέρες θα αρχίζουν από την επόµενη ηµέρα της κατάθεσης του 

κεφαλαίου και θα τελειώνουν την ηµέρα της ανάληψης αυτού του ποσού. 
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Παράδειγµα: 

Έστω ότι κεφάλαιο 3.800 ευρώ τοκίζεται µε απλό τόκο και µε ετήσιο 

επιτόκιο 4% από 01/02/2010 έως 01/03/2010. Να βρεθεί ο τόκος που θα δώσει 

το κεφάλαιο όταν το έτος είναι µικτό, εµπορικό και πολιτικό. 

Τα δεδοµένα είναι: C = 3.800, i = 4% και για τις τρεις κατηγορίες, ενώ 

όσον αφορά το χρόνο ισχύουν αυτά που έχουν αναφερθεί παραπάνω. Για το 

µικτό έτος v = 28, οπότε I = 
_ ∙a ∙`
/��  = 

/.U�� ∙ 
U ∙�,��
/��  = 

�.
��
/��  = 11,82. Για το εµπορικό 

έτος v = 30, οπότε  I = 
_ ∙a ∙`
/��  = 

/.U�� ∙  /� ∙ �,��
/��  = 

�.���
/��  = 12,66. Για το πολιτικό έτος 

v = 28, οπότε I = 
_ ∙a ∙`
/��  = 

/.U�� ∙  
U ∙  �,��
/��  = 

�.
��
/��  = 11,66. 

 

Σ’ αυτό το σηµείο αξίζει να γίνει αναφορά στο άθροισµα C + I, το οποίο 

προκύπτει από την πρόσθεση του τόκου I στο κεφάλαιο C και καλείται τελική 

αξία κεφαλαίου. Στην περίπτωση του απλού τόκου η τελική αξία του κεφαλαίου 

θα είναι b� = C + C ∙ n ∙ i = C(1 + n ∙ i).                                       (8) 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι κεφάλαιο 20.000 ευρώ τοκίζεται µε απλό τόκο για 5 έτη και µε 

επιτόκιο 7%. Να υπολογισθεί ο τόκος που θα παραχθεί και η τελική αξία του 

κεφαλαίου. 

Τα δεδοµένα είναι: C = 20.000, n = 5, i = 0,07. Θα εφαρµοστεί η εξίσωση 

απλού τόκου I = C ∙ n ∙ i = 20.000 ∙ 5 ∙ 0,07 =7.000 ευρώ ο τόκος του 

κεφαλαίου. Η τελική αξία του κεφαλαίου υπολογίζεται ως εξής b� = C + C ∙ n ∙ 
i = C(1 + n ∙ i) = 20.000(1 + 5 ∙ 0,07) = 20.000 ∙ 1,35 = 27.000 ευρώ. 
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3.2.  Υπολογισµός του τόκου µιας σειράς καταθέσεων 

Έστω ένα κεφάλαιο C που τοκίζεται  για v ηµέρες και µε  ετήσιο επιτόκιο 

i. Τότε το γινόµενο C ∙ v συµβολίζεται µε Ν και καλείται τοκάριθµος. Το πηλίκο 
/��

`  ή 
/��

`  συµβολίζεται µε ∆ και καλείται σταθερός διαιρέτης. Συνεπώς από την 

εξίσωση του απλού τόκου (7) ισχύει I =  
_ ∙a ∙`
/��   =  

c ∙ d
Aefg
h

  =  
_ ∙ a
efg

h
  =  

i
j . Το επιτόκιο 

i συνήθως είναι σταθερό για αρκετό χρονικό διάστηµα. Κατ’ επέκταση και το 

ποσό ∆ = 
/��

`  είναι σταθερό. Συνεπώς για τον υπολογισµό του τόκου ενός 

κεφαλαίου αρκεί να διαιρέσουµε τον τοκάριθµο Ν =  C ∙ v µε το σταθερό 

διαιρέτη ∆. 

Συχνά σε τραπεζικούς λογαριασµούς πραγµατοποιούνται καταθέσεις σε 

διάφορους χρόνους µεταξύ τους αλλά µε το ίδιο επιτόκιο. Τότε ο συνολικός 

απλός τόκος προκύπτει από το άθροισµα των τόκων που αντιστοιχούν στο κάθε 

κεφάλαιο. Αυτό σηµαίνει πως αν υπάρχουν καταθέσεις b�, b
, …, b� µε 

σταθερό ετήσιο επιτόκιο i και σε χρόνους k�, k
, …, k� αντίστοιχα, τότε ο 

συνολικός τόκος δίνεται από τη σχέση I = l�+ l
+…+l� ή I = 
iA( i�( …( iB

j , 

όπου m` = b` ∙ k`, i=1, 2, …, n. Με αυτόν τον τρόπο υπολογίζεται ο απλός τόκος 

των καταθέσεων σε Ταµιευτήρια, Τράπεζες κ.λπ. 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι ένας πελάτης καταθέτει σε λογαριασµό µιας τράπεζας τα 

παρακάτω ποσά: στις 7 Ιανουαρίου 2008 5.000 ευρώ, στις 21 Φεβρουαρίου 

2008 2.600 ευρώ, στις 27 Μαρτίου 2008 3.400 ευρώ, στις 16 Μαΐου 2008 4.000 

ευρώ και στις 5 Ιουνίου 2008 1.800 ευρώ. Να υπολογιστεί ο τόκος που θα 

εισπράξει ο πελάτης στις 23 Οκτωβρίου 2008 σε έτος µικτό, εµπορικό και 

πολιτικό αν το ετήσιο επιτόκιο είναι 1,5% . 

Για το υπολογισµό του τόκου θα γίνει η διαίρεση του τοκαρίθµου προς τον 

σταθερό διαιρέτη. Αρχικά θα πρέπει να γίνει υπολογισµός των τοκοφόρων 

ηµερών. Οι τοκοφόρες ηµέρες για κάθε κεφάλαιο ξεχωριστά ή µε άλλα λόγια 

για κάθε κατάθεση του συγκεκριµένου πελάτη φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα. 
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Τοκοφόρες 

ηµέρες 

Τοκοφόρες 

ηµέρες 

Κεφάλαιο Έναρξη Λήξη 
Μικτό - 

Πολιτικό 
Εµπορικό 

5.000 07/01/2008 23/10/2008 290 286 

2.600 21/02/2008 23/10/2008 245 242 

3.400 27/03/2008 23/10/2008 210 207 

4.000 16/05/2008 23/10/2008 160 157 

1.800 05/06/2008 23/10/2008 140 138 

    Πίνακας 3.1: Υπολογισµός τοκοφόρων ηµερών για κάθε κεφάλαιο 

 

Στον πίνακα 3.1 παρατηρούµε τον υπολογισµό των τοκοφόρων ηµερών για 

κάθε κεφάλαιο από την κατάθεση µέχρι και την ηµέρα της εισπράξεως για τα 

έτη µικτό, εµπορικό και πολιτικό. Να σηµειώσουµε ότι το έτος 2008 είναι 

δίσεκτο και αυτό σηµαίνει πως ο µήνας Φεβρουάριος έχει 29 ηµέρες. Ο πίνακας 

προκύπτει προσθέτοντας τον αριθµό των ηµερών µεταξύ έναρξης και λήξης 

συµπεριλαµβανοµένης και της 23/10/2008, την ηµέρα εισπράξεως. Ας δώσουµε 

όµως ένα παράδειγµα υπολογισµού, πως υπολογίζονται οι 245 τοκοφόρες 

ηµέρες στο µικτό και πολιτικό έτος: 8 (τοκοφόρες ηµέρες από το µήνα 

Φεβρουάριο) + 31 (από το Μάρτιο) + 30 (από τον Απρίλιο) + 31 (από το Μάιο) 

+ 30 (από τον Ιούνιο) + 31 (από τον Ιούλιο) + 31 (από τον Αύγουστο) + 30 (από 

το Σεπτέµβριο) + 23 (από τον Οκτώβριο) = 245. Στο εµπορικό έτος βέβαια, 

όπως έχει προαναφερθεί, ο κάθε µήνας έχει 30 ηµέρες. Οι 242 τοκοφόρες 

ηµέρες στο εµπορικό έτος υπολογίζονται ως εξής: 9 (από το Φεβρουάριο) + 30 

(από το Μάρτιο) + 30 (από τον Απρίλιο) + 30 (από το Μάιο) + 30 (από τον 

Ιούνιο) + 30 (από τον Ιούλιο) + 30 (από τον Αύγουστο) + 30 (από το 

Σεπτέµβριο) + 23 (από τον Οκτώβριο) = 242. Αναλόγως γίνεται και ο 

υπολογισµός των υπολοίπων. 

Εν συνεχεία θα υπολογισθεί ο τοκάριθµος Ν =  C ∙ v για κάθε έτος. 

Συνεπώς Ν =  C ∙ v = 5.000 ∙ 290 = 1.450.000, Ν = 2.600 ∙ 245 = 637.000, Ν = 

3.400 ∙ 210 = 714.000, Ν = 4.000 ∙ 160 = 640.000, Ν = 1.800 ∙ 140 = 252.000, Ν 
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= 5.000 ∙ 286 = 1.430.000, Ν = 2.600 ∙ 242 = 629.200, Ν = 3.400 ∙ 207 = 

703.800, Ν = 4.000 ∙ 157 = 628.000, Ν = 1.800 ∙ 138 = 248.400. Για την εύρεση 

του τόκου θα χρειαστούµε το άθροισµα του τοκάριθµου Ν = m� + m
 + m/ + m� 

+ m� για κάθε έτος. Αυτά τα αποτελέσµατα θα φανούν στον Πίνακα 3.2. 

 

 Τοκάριθµος Τοκάριθµος 

Κεφάλαιο Μικτό - Πολιτικό Εµπορικό 

5.000 1.450.000 1.430.000 

2.600 637.000 629.200 

3.400 714.000 703.800 

4.000 640.000 628.000 

1.800 252.000 248.400 

Άθροισµα   

τοκαρίθµων 

3.693.000 3.639.400 

Πίνακας 3.2: Υπολογισµός τοκαρίθµου για κάθε κεφάλαιο 

 

Οπότε για κάθε έτος µε επιτόκιο 1,5% ισχύουν τα παρακάτω: 

Μικτό έτος: ∆ = 
/��

`  = 
/��

�,��� = 24.000. Άρα ο συνολικός τόκος I = 
i
j = 

/.��/.���

�.���  = 153,88 ευρώ. 

Εµπορικό έτος: ∆ = 
/��

`  = 
/��

�,��� = 24.000. Άρα ο  συνολικός τόκος I = 
i
j = 

/.�/�.���

�.���  = 151,64 ευρώ. 

Πολιτικό έτος: ∆ = 
/��

`  = 
/��

�,��� = 24.400. Άρα ο συνολικός τόκος I = 
i
j = 

/.��/.���

�.���  = 151,35 ευρώ. 

 

3.3.  Μέσο επιτόκιο 

Έστω ότι κεφάλαια bn τοκίζονται για kn ηµέρες µε απλό τόκο και µε ετήσιο 

επιτόκιο on, όπου j = 1, 2, …, m. Συνοπτικά φαίνονται στον Πίνακα 3.3. 
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Κεφάλαιο Ηµέρες Επιτόκιο Τόκος 

b� k� o� l� 

b
 k
 o
 l
 

… … … … 

bp kp op lp 

    Πίνακας 3.3: ∆εδοµένα για υπολογισµό συνολικού τόκου 

Τα κεφάλαια θα δώσουν συνολικό τόκο I = l� +  l
 + … + lp =  
_A∙ aA∙ `A

/��  +  

_�∙ a�∙ `�
/��  + … + 

_q∙ aq∙ `q
/��  = 

_A∙ aA∙ `A( _�∙ a�∙ `� ( … ( _q∙ aq∙ `q
/��  . 

 

Έστω ότι τα κεφάλαια bn τοκίζονται για kn ηµέρες, όπου j = 1, 2, …, m µε 

απλό τόκο και µε ετήσιο επιτόκιο i όπως φαίνεται στον Πίνακα 3.4. 

 

Κεφάλαιο Ηµέρες Επιτόκιο Τόκος 

b� k� i l�r  
b
 k
 i l
r  

… … … … 

bp kp i lpr  

   Πίνακας 3.4: ∆εδοµένα για υπολογισµό συνολικού τόκου όπου το επιτόκιο     

i είναι το ίδιο για κάθε κεφάλαιο 

Τα κεφάλαια θα δώσουν συνολικό τόκο sr = l�r  + l
r  + … + lpr  = 
_A∙ aA∙ `

/��  + 

_�∙ a�∙ `
/��  + … +  

_q∙ aq∙ `
/��  = 

_A∙ aA∙ `( _�∙ a�∙ ` ( … ( _q∙ aq∙ `
/��  . 

Μέσο επιτόκιο των επιτοκίων o�, o
, …, op καλούµε εκείνο το επιτόκιο i 

για το οποίο ισχύει  Ι = Ιr 

ή   
_A∙ aA∙ `A( _�∙ a�∙ `� ( … ( _q∙ aq∙ `q

/��   =  
_A∙ aA∙ `( _�∙ a�∙ ` ( … ( _q∙ aq∙ `

/��  

ή b� ∙ k� ∙ o� + b
 ∙ k
 ∙ o
  +  … + bp ∙ kp ∙ op = i(b� ∙  k� + b
 ∙ k
 +
 … + bp ∙  kp) 

ή                        i = 
_A∙aA∙`A( _�∙a�∙`� ( …( _q∙aq∙`q

_A∙ aA( _�∙a�( …( _q∙ aq
 .                  (9) 
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Εάν στον τύπο (9) ισχύει b� = b
 = … = bp  και  k� = k
 = … = kp   τότε                                                            

i =  
`A( `�( … ( `q

p                        (10) 

Παράδειγµα: 

Έστω κεφάλαια 500 ευρώ και 600 ευρώ, τα οποία τοκίζονται µε απλό τόκο 

και ετήσια επιτόκια 4% και 7% για 27 και 35 ηµέρες αντίστοιχα. Να βρεθεί το 

µέσο επιτόκιο των επιτοκίων 4% και 7%. 

Έχουµε ως δεδοµένα b� = 500, b
 = 600, o� = 4% = 0,04, o
 = 7% = 0,07, 

k� = 27, k
 = 35. Οπότε το µέσο επιτόκιο θα βρεθεί από τον τύπο (9) και θα 

είναι: 

i = 
��� ∙ 
T ∙ �,�� ( ��� ∙ /� ∙ �,�T

��� ∙ 
T ( ��� ∙ /�  = 
���(�.�T�

�/.���(
�.��� = 

.���

/�.��� = 0, 05826. 

Άρα i = 0, 05826. Συνεπώς το µέσο επιτόκιο θα είναι i = 5,826%. 
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4. ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΗ 

 

Η έννοια της προεξόφλησης αναλύεται στο παρόν κεφάλαιο και επιπλέον 

γίνεται αναφορά στην εσωτερική και στην εξωτερική προεξόφληση, καθώς 

επίσης και στην προεξόφληση µε έξοδα. Χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία από τις 

πηγές: �W�, �X�, �Y�, �]�. 
 

4.1. Βασικές έννοιες 

Είναι σύνηθες φαινόµενο πλέον οι έµποροι να χρησιµοποιούν την πίστωση 

προς τους πελάτες τους ως µέσο αγοράς των εµπορευµάτων τους. Η αδυναµία 

εξόφλησης αυτών από την πλευρά των πελατών καθώς και η ανάγκη για 

εξασφάλιση των χρηµάτων από την πλευρά των εµπόρων οδήγησαν σε 

υπογραφές πιστωτικών τίτλων. Ένας πιστωτικός τίτλος ονοµάζεται γραµµάτιο ή 

συναλλαγµατική. Υπογράφοντάς τον ο πελάτης υποχρεώνεται στην εξόφληση 

του χρέους στην αναγραφόµενη ηµεροµηνία. Οι πιστωτικοί τίτλοι συµβάλλουν 

στην τόνωση των συναλλαγών καθώς και στην ανάπτυξη του εµπορίου και 

πολλές φορές αντικαθιστούν ακόµα και το χρήµα. 

Ιστορικά αναφέρουµε πως οι συναλλαγµατικές εφευρέθηκαν το 12
ο
 αιώνα 

από τους εµπόρους ως µέσο µεταφοράς των χρηµάτων από το ένα κράτος στο 

άλλο. Οι έµποροι έπαιρναν από τους τραπεζίτες τις επιστολές για συγκεκριµένο 

ποσό και εισέπρατταν το ισοδύναµο ποσό χρηµάτων σε διαφορετικό νόµισµα 

αλλά και κράτος. Ωστόσο ο νόµος 5325 του 1932 και η απόφαση 2232/1975 του 

Υπουργείου Οικονοµικών ρυθµίζουν όλα τα θέµατα σχετικά µε τις 

συναλλαγµατικές και τα γραµµάτια. 

Μεταξύ γραµµατίου και συναλλαγµατικής υπάρχει µια ουσιαστική 

διαφορά, αφού το γραµµάτιο αποτελεί υπόσχεση του οφειλέτη προς τον πιστωτή 

για την καταβολή του ποσού που αναγράφεται στον πιστωτικό τίτλο στην 

αναγραφόµενη ηµεροµηνία. Ενώ η συναλλαγµατική αποτελεί εντολή του 

πιστωτή προς τον οφειλέτη για την καταβολή του ποσού στην αναγραφόµενη 

ηµεροµηνία. Στην πράξη χρησιµοποιούνται κυρίως οι συναλλαγµατικές. 

Σε κάθε γραµµάτιο ή συναλλαγµατική διακρίνουµε τις παρακάτω αξίες: 

i. Ονοµαστική αξία γραµµατίου ή συναλλαγµατικής καλείται η αξία, το 

χρηµατικό ποσό το οποίο αναγράφεται πάνω στο έντυπο. Εκδότης ονοµάζεται ο 

οφειλέτης, ενώ πιστωτής εκείνος που θα εισπράξει το ποσό. 
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ii. Πραγµατική αξία ή παρούσα αξία γραµµατίου ή συναλλαγµατικής 

καλείται η αξία που έχει κάθε χρονική στιγµή πριν από τη λήξη. Η αξία αυτή 

συνεχώς αυξάνει καθώς πλησιάζουµε προς τη λήξη. Την ηµέρα της λήξης η 

ονοµαστική αξία και η πραγµατική αξία είναι ίσες. 

Να σηµειώσουµε επίσης κάποιους βασικούς ορισµούς: 

Λήξη ενός γραµµατίου ή συναλλαγµατικής καλείται η αναγραφόµενη 

ηµεροµηνία του εντύπου και είναι η ηµεροµηνία κατά την οποία 

πραγµατοποιείται η εξόφληση του πιστωτικού τίτλου. 

Προεξόφληση γραµµατίου ή συναλλαγµατικής καλείται η ρευστοποίηση, ή 

µε άλλα λόγια η µετατροπή σε χρήµα του τίτλου πριν από τη λήξη του. 

Προεξόφληµα καλείται το χρηµατικό ποσό που κρατάει η τράπεζα ή ο 

ιδιώτης κατά την προεξόφληση του πιστωτικού τίτλου. 

Χρόνος προεξόφλησης καλείται το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί 

µεταξύ της ηµεροµηνίας προεξόφλησης και λήξης ενός γραµµατίου ή µιας 

συναλλαγµατικής. 

Επιτόκιο προεξόφλησης καλείται το επιτόκιο µε το οποίο ο κάτοχος ενός 

πιστωτικού τίτλου και η τράπεζα συµφωνούν να γίνει η προεξόφλησή του. 

 

4.2. Εξωτερική και εσωτερική προεξόφληση 

Υπάρχουν δύο είδη προεξοφλήσεων, η εξωτερική και η εσωτερική 

προεξόφληση. Εξωτερική προεξόφληση καλείται η προεξόφληση κατά την 

οποία το προεξόφληµα υπολογίζεται µε βάση την ονοµαστική αξία του 

πιστωτικού τίτλου. Στην Ελλάδα χρησιµοποιείται η εξωτερική προεξόφληση. 

Παρακάτω δίνονται οι συµβολισµοί των µεγεθών που θα χρησιµοποιηθούν: 

C : Ονοµαστική αξία πιστωτικού τίτλου 

Ε : Εξωτερικό προεξόφληµα 

i : Επιτόκιο προεξόφλησης 

Α : Πραγµατική ή παρούσα αξία πιστωτικού τίτλου 

v : Αριθµός ηµερών πριν τη λήξη του πιστωτικού τίτλου 

Ένας πιστωτικός τίτλος αξίας C προεξοφλείται εξωτερικά v ηµέρες πριν 

από τη λήξη του µε επιτόκιο προεξόφλησης i. Εάν το έτος είναι µικτό ή 
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εµπορικό, για το προεξόφληµα Ε και για την πραγµατική αξία Α του πιστωτικού 

τίτλου ισχύουν οι παρακάτω τύποι:  

Ε =  
_ ∙a ∙`
/��                  (11) 

ή  

  Ε =  
_ ∙a

j                   (12) 

όπου ∆ = 
/��

`  και Α = C – Ε. 

Eάν ο χρόνος δίνεται σε µ µήνες ή n έτη, τότε το προεξόφληµα 

υπολογίζεται από τους τύπους: 

Ε =  
_ ∙^ ∙`

�
  

και 

Ε = C ∙ n ∙ i 
Παράδειγµα: 

Έστω µια συναλλαγµατική ονοµαστικής αξίας 4.000 ευρώ, η οποία 

προεξοφλείται εξωτερικά σήµερα, 70 ηµέρες πριν από τη λήξη της και µε 

επιτόκιο 12%. Να βρεθεί το προεξόφληµα και η πραγµατική της αξία. Το έτος 

είναι µικτό. 

Το έτος είναι µικτό και γι’ αυτόν το λόγο θα έχει 360 ηµέρες. 

Χρησιµοποιούµε τον εξής τύπο του προεξοφλήµατος Ε =  
_ ∙a ∙`
/��  = 

�.��� ∙ T� ∙ �,�

/��  = 

//.���
/��  = 93 ευρώ είναι το προεξόφληµα. 

Για να βρεθεί η πραγµατική αξία της συναλλαγµατικής θα 

χρησιµοποιήσουµε τον τύπο Α = C – Ε = 4.000 – 93 = 3.907 ευρώ είναι η 

πραγµατική αξία της συναλλαγµατικής. 

Εσωτερική προεξόφληση καλείται η προεξόφληση κατά την οποία το 

προεξόφληµα υπολογίζεται µε βάση την πραγµατική αξία του πιστωτικού 

τίτλου. Ισχύουν και εδώ οι παραπάνω συµβολισµοί των µεγεθών C, i, v αλλά 

διαφέρουν τα Ε και Α. Στην εσωτερική προεξόφληση ισχύουν u� : Εσωτερικό 

προεξόφληµα και v� : Πραγµατική αξία πιστωτικού τίτλου. Ένας πιστωτικός 

τίτλος αξίας C προεξοφλείται εσωτερικά v ηµέρες πριν από τη λήξη του µε 

επιτόκιο εσωτερικής προεξόφλησης i και δίνει πραγµατική αξία v�. Εάν το έτος 
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είναι µικτό ή εµπορικό, για το προεξόφληµα u� και για την πραγµατική αξία v� 

του πιστωτικού τίτλου ισχύουν οι παρακάτω τύποι: 

u� = 
wA ∙ a  ∙ `

/��                                            (13) 

ή 

u� = 
wA ∙ a

j                                                           (14) 

όπου ∆ = 
/��

`  και v� = C − x�. 

Eάν ο χρόνος δίνεται σε µ µήνες ή n έτη, τότε το προεξόφληµα 

υπολογίζεται από τους τύπους: 

u� = 
wA ∙ y ∙ h

�
  

και 

u� = v� ∙ n ∙ i 
Παρατηρούµε πως οι παραπάνω τύποι υπολογισµού του εσωτερικού 

προεξοφλήµατος έχουν ένα µειονέκτηµα, αφού διαθέτουν δύο άγνωστες 

ποσότητες, το v� και το u�. Γι’ αυτόν το λόγο χρειαζόµαστε έναν πιο εύχρηστο 

τύπο υπολογισµού του εσωτερικού προεξοφλήµατος. 

Ισχύει ότι: 

u� = C - v� 

ή 

v� = C - u� 

Οπότε ο τύπος (13) θα πάρει την παρακάτω µορφή: 

u� = 
(z < {A)∙a ∙`

/��  

ή 

u� = 
_ ∙a ∙`
/��  - 

|A ∙a ∙`
/��  

ή 

u� �1 +  a ∙`
/��� = 

_ ∙a ∙`
/��  
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ή 

u� = 
_ ∙a ∙`

/��((a ∙`) 

και διαιρώντας µε i 

u� = 
_ ∙a

ef0
h ( a 

ή  

u� = 
_ ∙a

j ( a                (15) 

Για τον υπολογισµό του εσωτερικού προεξοφλήµατος θα χρησιµοποιούµε 

τον τύπο (15). Να επισηµάνουµε, σε αυτό το σηµείο, πως v < v + ∆  ↔  
a

a(j < 1. 

Συνεπώς  
_ ∙a
a(j < C και από τον τύπο (15) ισχύει  u� < C, δηλαδή το εσωτερικό 

προεξόφληµα δεν µπορεί να υπερβεί την ονοµαστική αξία του πιστωτικού 

τίτλου.  

Παράδειγµα: 

Έστω συναλλαγµατική η οποία προεξοφλείται εσωτερικά 60 ηµέρες πριν 

από τη λήξη της µε επιτόκιο προεξόφλησης 8% και δίνει πραγµατική αξία 199 

ευρώ. Να βρεθεί η ονοµαστική της αξία καθώς και το εσωτερικό προεξόφληµα. 

Έχουµε ως δεδοµένα v = 60, i = 8%, v� = 199. Θα χρησιµοποιήσουµε τον 

τύπο v� = C - u� για να βρεθεί η ονοµαστική αξία της συναλλαγµατικής. Επίσης 

∆ = 
/��

`  = 
/��
�,�U = 4.500. 

v� = C - u� 

αντικαθιστώντας από τον τύπο (15) προκύπτει: 

v� = C - 
_ ∙a

j ( a = C (1 - 
a

j( a) 

ή 

199 = C (1 - 
��

�.��� ( ��) 

ή 

199 = 0,98684∙C 

Οπότε  
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C = 201,65 ευρώ 

Το εσωτερικό προεξόφληµα θα βρεθεί ως εξής: 

u� = C - v� = 201,65 – 199 = 2,65 ευρώ είναι το εσωτερικό προεξόφληµα. 

 

Έστω συναλλαγµατική ονοµαστικής αξίας C, η οποία προεξοφλείται v 

ηµέρες πριν από τη λήξη της και µε επιτόκιο i. Τότε από τους τύπους (12) και 

(15), δηλαδή: Ε =  
_ ∙a

j  και  u� = 
_ ∙a

j ( a είναι προφανές πως Ε > u�. Οπότε: 

Ε - u�  =  
_ ∙a

j  - 
_ ∙a

j ( a  

= 
_ ∙a (j ( a)< _ ∙a ∙ j

j(j(a)  

= 
_ ∙ a�

j(j(a) 

Όπως έχει προαναφερθεί ισχύουν οι τύποι Α = C – Ε και  v� = C - u�. 

Αφού ισχύει Ε > u� είναι προφανές πως v� > Α. Οπότε για τη διαφορά των 

πραγµατικών αξιών ισχύει: 

v� - Α = C - u� - (C – Ε) 

= Ε - u� 

= 
_ ∙ a�

j(j(a), το οποίο έχει αποδειχθεί παραπάνω. 

Στην πράξη οι τράπεζες χρησιµοποιούν την εξωτερική προεξόφληση 

γραµµατίων ή συναλλαγµατικών. Με αυτόν τον τρόπο εισπράττουν 

περισσότερο τόκο. Όµως η προεξόφληση γραµµατίων ή συναλλαγµατικών 

πραγµατοποιείται συνήθως λίγες ηµέρες πριν από τη λήξη τους, µε αποτέλεσµα 

η διαφορά των προεξοφληµάτων Ε - u� να είναι πολύ µικρή. 

Παράδειγµα: 

Έστω συναλλαγµατική ονοµαστικής αξίας 1.000 ευρώ η οποία 

προεξοφλείται 40 ηµέρες πριν από τη λήξη της και µε επιτόκιο 6%. Να βρεθεί η 

διαφορά των προεξοφληµάτων και των πραγµατικών αξιών. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 1.000, v = 40, i = 6%. Ισχύει ότι η διαφορά των 

προεξοφληµάτων ισούται µε τη διαφορά των πραγµατικών αξιών, δηλαδή:  
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Ε - u� = v� – Α =  
_ ∙ a�

j(j(a) = 
�.��� ∙ ���

ef0
0,0f (ef0

0,0f( ��) = 0,04. 

 

4.3. Προεξόφληση µε έξοδα 

Κατά τη διαδικασία της προεξόφλησης των γραµµατίων και των 

συναλλαγµατικών οι τράπεζες εκτός από το προεξόφληµα κρατούν και άλλα 

ποσά. Αυτά τα ποσά είναι για προµήθεια, χαρτόσηµο και διάφορα άλλα έξοδα 

τα οποία υπολογίζονται επί της ονοµαστικής αξίας του γραµµατίου ή της 

συναλλαγµατικής. Για την εξωτερική προεξόφληση ισχύουν τα παρακάτω: 

Εξωτερικό προεξόφληµα: Ε = 
_ ∙a

j  

Προµήθεια: Π = 
} ∙_
��� 

∆ιάφορα έξοδα: u~ = 
� ∙_
��� 

Χαρτόσηµο: χ 

Οπότε στην εξωτερική προεξόφληση ισχύει ο παρακάτω τύπος: 

Α = C – Ε – Π - u~ - χ = C - 
_ ∙a

j  - 
} ∙_
��� - 

� ∙_
��� - χ                     (16) 

Για την εσωτερική προεξόφληση ισχύουν τα παρακάτω: 

Εσωτερικό προεξόφληµα: u� = 
_ ∙a

j ( a 

Προµήθεια: Π = 
} ∙_
��� 

∆ιάφορα έξοδα: u~ = 
� ∙_
��� 

Χαρτόσηµο: χ 

Οπότε στην εσωτερική προεξόφληση ισχύει ο παρακάτω τύπος: 

Α = C - u� - Π - u~ - χ = C - 
_ ∙a

j ( a - 
} ∙_
��� - 

� ∙_
��� - χ                    (17) 

Σε παραδείγµατα που αφορούν προεξόφληση γραµµατίου ή 

συναλλαγµατικής µε έξοδα συναντούµε συχνά τις εκφράσεις κατά µήνα και 

ολόκληρο µήνα και κατά χιλιάδα και ολόκληρη χιλιάδα. Η πρώτη έκφραση 

σηµαίνει πως εάν έχουµε ως χρονική µονάδα µέτρησης τους µήνες και προκύψει 
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ο δεκαδικός αριθµός m, d, τότε θα χρησιµοποιήσουµε το m + 1. Η δεύτερη 

έκφραση σηµαίνει πως εάν το κεφάλαιο είναι σε χιλιάδες ευρώ και προκύψει ο 

δεκαδικός αριθµός k, d, τότε θα χρησιµοποιήσουµε το k + 1. Θα γίνει απόλυτα 

κατανοητό στο επόµενο παράδειγµα. 

Παράδειγµα: 

Έστω µια συναλλαγµατική ονοµαστικής αξίας 1.200 ευρώ η οποία 

προεξοφλείται εξωτερικά από την Εµπορική Τράπεζα 50 ηµέρες πριν από τη 

λήξη της και µε επιτόκιο 7,5%. Τι ποσό θα εισπραχθεί εάν η τράπεζα κρατήσει 

προµήθεια 0,45% για κάθε µήνα και για ολόκληρο µήνα, έξοδα 0,55% εφ’ άπαξ 

και χαρτόσηµο 1,20 ευρώ; Το έτος είναι εµπορικό. 

Έχουµε ως δεδοµένα C = 1.200, v = 50, i = 7,5% = 0,075, π = 0,45, ε = 

0,55, χ = 1,20. Στην εκφώνηση του παραδείγµατος παρατηρούµε ότι µας δίνεται 

η προµήθεια 0,45% για κάθε µήνα και για ολόκληρο µήνα. Από τη στιγµή που η 

συναλλαγµατική προεξοφλείται 50 ηµέρες πριν από τη λήξη της ισχύει m + 1 = 

1 + 1 = 2.  

∆ = 
/��

`  = 
/��

�,�T� = 4.800 

Θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (16): 

Α = C – Ε – Π - u~ - χ = C - 
_ ∙a

j  - 
} ∙_
��� - 

� ∙_
��� – χ 

= 1.200 – 
�.
�� ∙��

�.U��  – 2 ∙  �,�� ∙�.
��
���  – 

�,�� ∙�.
��
���  - 1,20 

= 1.200 – 12,5 – 10,8 – 6,6 – 1,20 

= 1.168,90 ευρώ θα εισπραχθούν. 
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5. Ο ΑΝΑΤΟΚΙΣΜΟΣ ΣΤΙΣ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΕΣ 

ΣΥΝΑΛΛΑΓΕΣ  

 

Οι ακολουθίες βρίσκουν εφαρµογή και στις οικονοµικές συναλλαγές που 

λειτουργούν βάσει ανατοκισµού. Ορισµένες από αυτές είναι οι ίσες καταθέσεις, 

η χρεολυσία και οι ράντες. Χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία από τις πηγές: ���, �X�, 
���, �]�. 

 

5.1. Ανατοκισµός 

Ανατοκισµός καλείται ο τοκισµός χρηµάτων όπου ο  δανειστής στο τέλος 

κάθε περιόδου δεν εισπράττει τον τόκο. Αφήνει τον τόκο και γίνεται κεφάλαιο, 

µε αποτέλεσµα την επόµενη χρονική περίοδο να φέρει τόκο όχι µόνο το αρχικό 

κεφάλαιο αλλά και ο τόκος. Αυτό επαναλαµβάνεται και στις επόµενες χρονικές 

περιόδους τοκισµού. Ο ανατοκισµός είναι µια µακροπρόθεσµη οικονοµική 

διαδικασία η οποία έχει χρονική διάρκεια άνω του ενός έτους. Βέβαια 

επιτρέπεται σε ορισµένες περιπτώσεις και για περιορισµένο αριθµό ετών στα 

πλαίσια της αποταµίευσης. ∆εν επιτρέπεται από το νόµο ο ανατοκισµός 

µεγάλων χρηµατικών ποσών και για µεγάλα χρονικά διαστήµατα, διότι µε αυτόν 

τον τρόπο µπορεί να παραχθούν τεράστια ποσά τα οποία δε θα είναι δυνατόν να 

αποπληρωθούν. 

Ωστόσο η ιστορία του ανατοκισµού πάει πολλά χρόνια στο παρελθόν, 

τουλάχιστον µέχρι τους Βαβυλώνιους. Η πιο σπουδαία άσκηση ανατοκισµού 

ήταν η πώληση του νησιού του Manhattan της Νέας Υόρκης. Το 1626 ο Peter 

Minuit, ο διευθυντής της ολλανδικής εταιρίας των ∆υτικών Ινδιών, αντάλλαξε 

το νησί µε κρεβάτια και χάντρες αξίας 6 guilders, περίπου 24 δολάρια. Ήταν 

συµφέρουσα η ανταλλαγή που πραγµατοποίησε ο Minuit; Εάν ο διευθυντής της 

εταιρίας των ∆υτικών Ινδών τοποθετούσε τα 24 δολάρια σε µια τράπεζα µε 

επιτόκιο 8% και ετήσιο ανατοκισµό για 384 χρόνια (1626  - 2010) σήµερα η 

αξία αυτών των χρηµάτων θα ήταν 164.033.801.073.255,62 δολάρια. Τα 164 

τρισεκατοµµύρια δολάρια έχουν µεγαλύτερη αξία από τα 31 τετραγωνικά µίλια 

του Manhattan. Αυτή είναι η δύναµη του ανατοκισµού για τον οποίο ο A. 

Einstein είπε πως αποτελεί την πιο ισχυρή δύναµη του σύµπαντος και επίσης 

άλλο ένα θαύµα του κόσµου. 

Παρακάτω δίνονται οι συµβολισµοί των µεγεθών που θα 

χρησιµοποιηθούν: 
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b� : Αρχικό κεφάλαιο 

b� : Τελική αξία κεφαλαίου 

n : Αριθµός χρονικών περιόδων που ανατοκίζεται το αρχικό κεφάλαιο b� 

i : Επιτόκιο ανατοκισµού 

Στο τέλος του πρώτου έτους η τελική αξία του κεφαλαίου b� θα είναι: 

b� = b� + b� ∙ o = b�(1 + o)� 

Στο τέλος του δεύτερου έτους η τελική αξία του κεφαλαίου b
 θα είναι: 

b
 = b� + b� ∙ i = b�(1 + i) = b�(1 + i) (1 + i) = b�(1 +  i) 
 

Στο τέλος του τρίτου έτους η τελική αξία του κεφαλαίου b/ θα είναι: 

b/ = b
 + b
 ∙ i = b
(1 + i) = b�(1 +  i) 
 (1 + i) = b�(1 +  i)/ 

Επαγωγικά αποδεικνύεται ότι στο τέλος του n-οστού έτους η τελική αξία 

του κεφαλαίου θα είναι: 

b� = b�(1 + o)�.                                              (18) 

Ωστόσο παρατηρούµε πως επρόκειτο για µια γεωµετρική πρόοδο µε τα 

ποσά  b�, b
, b/, …, b� να είναι διαδοχικοί όροι αυτής. Επίσης ισχύει ο τύπος 

της γεωµετρικής προόδου, ο (4) µε �� = b�(1 + i) και λόγο ω = 1 + i. 

Η παραπάνω εξίσωση, δηλαδή η (18) ονοµάζεται θεµελιώδης εξίσωση του 

ανατοκισµού. 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι τοκίζεται κεφάλαιο 10.000 ευρώ µε ετήσιο ανατοκισµό προς 

8,5% για 6 έτη. Να βρεθεί το τελικό κεφάλαιο. 

Έχουµε ως δεδοµένα: b� = 10.000, i = 8,5% = 0,085, n = 6. Τότε 

βρίσκουµε το τελικό κεφάλαιο ως εξής: b� =  b�(1 + o)� 

= 10.000 (1 + 0,085)� 

= 10.000 ∙ 1,6315 

= 16.315 ευρώ. 
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Ενδέχεται το επιτόκιο i να µην εκφράζεται σε έτη αλλά έτη και µήνες. Σε 

αυτήν την περίπτωση, όπου υπάρχει αρχικό κεφάλαιο b� το οποίο ανατοκίζεται 

µε ετήσιο επιτόκιο i για n έτη και µ µήνες ισχύουν τα ακόλουθα. 

Στο τέλος του n-οστού έτους το αρχικό κεφάλαιο b� δίνει τελική αξία: 

b� = b�(1 + o)� 

Στη συνέχεια το κεφάλαιο τοκίζεται για µ µήνες και δίνει τόκο: 

I = 
_B ∙^ ∙ `

�
  

Συνεπώς η τελική αξία του κεφαλαίου είναι: 

b�( y
A�

 = b� + I = b� + 
_B ∙^ ∙ `

�
  = b�(1 + 
^ ∙ `
�
 ) 

ή 

b�( y
A�

 = b�(1 + o)�(1 + 
^ ∙ `
�
 )                              (19) 

Παράδειγµα: 

Έστω κεφάλαιο 28.000 ευρώ το οποίο ανατοκίζεται προς 2,75% ετησίως 

για 9 έτη και 4 µήνες. Να υπολογιστεί η τελική αξία του κεφαλαίου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: b� = 28.000, i = 2,75% = 0,0275, n = 9, µ = 4. Τότε 

ισχύει  b�( y
A�

 = b�(1 + o)�(1 + 
^ ∙ `
�
 ) 

= 28.000 (1 + 0,0275)� (1 + 
� ∙�,�
T�

�
 ) 

= 28.000 ∙ 1,2765 ∙ 1,00916 = 36.069,4 ευρώ. 

 

Ενώ όταν αρχικό κεφάλαιο b� ανατοκίζεται µε ετήσιο επιτόκιο i για n έτη 

και v ηµέρες ισχύουν τα ακόλουθα. 

Στο τέλος του n-οστού έτους το αρχικό κεφάλαιο b� δίνει τελική αξία: 

b� = b�(1 + o)� 

Στη συνέχεια το κεφάλαιο τοκίζεται για v ηµέρες και δίνει τόκο: 

I =  
_B ∙a ∙`

/��  



 

 

 

39 

 

 

Συνεπώς η τελική αξία του κεφαλαίου είναι: 

b�( d
ef0

 = b� + I = b� + 
_B ∙a ∙`

/��  = b�(1 + 
a ∙`
/��) 

ή 

b�( d
ef0

 = b�(1 + o)�(1 + 
a ∙`
/��)                   (20) 

Παράδειγµα: 

Έστω κεφάλαιο 1.500 ευρώ το οποίο ανατοκίζεται µε ετήσιο επιτόκιο 5% 

για 3 έτη και 20 ηµέρες. Να υπολογιστεί η τελική αξία του κεφαλαίου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: b� = 1.500, i = 5% = 0,05, n = 3, v = 20. Τότε ισχύει 

b�( d
ef0

 = b�(1 + o)�(1 + 
a ∙`
/��) 

= 1.500 (1 + 0,05)/ (1 + 

� ∙�,��

/�� ) 

= 1.500 ∙ 1,1576 ∙ 1,00277 = 1.741,21 ευρώ. 

 

Στην προεξόφληση µε απλό τόκο έγινε γνωστό ότι το προεξόφληµα είναι η 

διαφορά ανάµεσα στην ονοµαστική και στην παρούσα αξία µιας 

συναλλαγµατικής ή ενός γραµµατίου. Τα ίδια ισχύουν και στον ανατοκισµό. 

Στον ανατοκισµό όµως εφαρµόζεται µόνο εσωτερική προεξόφληση. Παρακάτω 

δίνονται οι συµβολισµοί των µεγεθών που θα χρησιµοποιηθούν: 

b� : Πραγµατική αξία γραµµατίου ή συναλλαγµατικής 

b� : Ονοµαστική αξία γραµµατίου ή συναλλαγµατικής 

i : Επιτόκιο προεξόφλησης 

n : Αριθµός χρονικών περιόδων ανατοκισµού πριν τη λήξη του γραµµατίου 

ή της συναλλαγµατικής 

Ε : Προεξόφληµα 

Ισχύει ότι b� = b�(1 + o)� ↔ b� = 
_B

(�(`)B. 

Για το προεξόφληµα ισχύει: 

Ε = b� - b� = b� - 
_B

(�(`)B                         (21) 
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Όµως όταν είναι γνωστή η πραγµατική αξία του γραµµατίου ή της 

συναλλαγµατικής, το προεξόφληµα δίνεται από τον τύπο: 

Ε = b� - b� = b�(1 + o)� - b�                    (22) 

Παράδειγµα: 

Έστω συναλλαγµατική ονοµαστικής αξίας 3.000 ευρώ η οποία λήγει σε 6 

έτη και προεξοφλείται σήµερα µε επιτόκιο ανατοκισµού 5%. Να βρεθεί το 

προεξόφληµα. 

Έχουµε ως δεδοµένα: b� = 3.000, n = 6, i = 5% = 0,05. 

Τότε ισχύει  Ε = b� - b� = b� - 
_B

(�(`)B 

= 3.000 – 
/.���

(�(�,��)f 

= 3.000 – 
/.���
�,/�  = 761,19 ευρώ. 

 

 

5.2. Ίσες καταθέσεις 

Ίση κατάθεση καλείται ένα συγκεκριµένο, σταθερό ποσό το οποίο 

καταθέτεται για ένα ορισµένο χρονικό διάστηµα στην αρχή κάθε έτους µε 

σκοπό την απόκτηση κεφαλαίου. Εξυπακούεται πως οι ίσες καταθέσεις µπορούν 

να γίνονται και κάθε εξάµηνο, τρίµηνο, κ.λπ. Ας υποθέσουµε ότι γίνεται 

κατάθεση σε µια τράπεζα, στην αρχή κάθε έτους, ενός σταθερού κεφαλαίου C 

ευρώ, το οποίο θα ανατοκίζεται για n έτη και µε επιτόκιο i. Η πρώτη κατάθεση 

του κεφαλαίου C ανατοκιζόµενη για n έτη και µε επιτόκιο i, σύµφωνα µε τον 

τύπο του ανατοκισµού, θα είναι: 

b� = b�(1 + o)� 

Η δεύτερη κατάθεση θα είναι ίση µε την πρώτη αλλά θα ανατοκιστεί για n-

1 έτη. Οπότε θα είναι: 

b�<� = b�(1 + o)�<� 

Οπότε για την προτελευταία κατάθεση θα ισχύει: 

b
 = b�(1 + o)
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Και για την τελευταία θα ισχύει: 

b� = b�(1 + o) 

Το κεφάλαιο που θα εισπραχθεί ένα έτος µετά την τελευταία κατάθεση θα 

είναι: 

8� = b�(1 + o) + b�(1 + o)
 + … + b�(1 + o)�<� + b�(1 + o)� 

Παρατηρούµε ότι το 8� είναι το άθροισµα των n πρώτων όρων µιας 

γεωµετρικής προόδου µε �� = b�(1 + o) και λόγο ω = 1 + i . Χρησιµοποιώντας 

τον τύπο του αθροίσµατος των n πρώτων όρων µιας γεωµετρικής προόδου θα 

βρούµε τον τύπο των ίσων καταθέσεων: 

8� = ��
HB<� 
C<�  = b�(1 + o) 

(� ( �)B <�
� ( � < �  

= 
_0(�(`)(� ( �)B < _0(�(`) 

�  

= 
_0(�(`)�(� ( �)B < ��

`   

Οπότε 8� = 
_0(�(`)�(� ( �)B < ��

`                                                 (23) 

Ο τύπος (23) είναι γνωστός ως ο τύπος των ίσων καταθέσεων και δίνει το 

ποσό που θα εισπραχθεί στο τέλος µιας χρονικής περιόδου n ετών όταν στην 

αρχή κάθε χρόνου γινόταν κατάθεση C ευρώ ανατοκιζόµενη και µε επιτόκιο i. 

Παράδειγµα: 

Έστω ένας ιδιώτης ο οποίος καταθέτει σε µια τράπεζα στην αρχή κάθε 

χρόνου 2.000 ευρώ µε ανατοκισµό προς 5%. Τι ποσό θα εισπράξει στο τέλος 

µιας δεκαετίας; 

Με βάση τον τύπο των ίσων καταθέσεων ισχύει ότι: 

8� = 
_0(�(`)�(� ( �)B < ��

`  

= 

.���(�(�,��)�(�(�,��)A0< ��

�,��  

= 

.��� ∙(�,�
U� <�)

�,��  

= 26.413,8 ευρώ θα εισπράξει στο τέλος της δεκαετίας. 
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5.3. Χρεολυσία 

Υποθέτουµε πως κάποιος δανείζεται µε ανατοκισµό και µε επιτόκιο i ανά 

έτος ένα χρηµατικό ποσό C µε σκοπό την εξόφληση του χρέους του σε n ίσες 

δόσεις, οι οποίες θα πληρώνονται στο τέλος κάθε έτους από την ηµέρα 

δανεισµού. Το συγκεκριµένο ποσό, το οποίο πρέπει να πληρώνεται προς 

εξόφληση του χρέους καλείται χρεολύσιο. Στην περίπτωση που ο δανειζόµενος 

δεν πλήρωνε κατά τη διάρκεια των n ετών, τότε στο τέλος των n ετών θα έπρεπε 

να πληρώσει C(1 + o)� ευρώ. Αλλά ο δανειζόµενος πληρώνει ένα χρεολύσιο x 

και δικαιούται να ζητήσει τους τόκους των ετήσιων δόσεων, τους οποίους θα 

λάµβανε, εάν ανατόκιζε την κάθε δόση. 

Η πρώτη δόση των x ευρώ θα µείνει ανατοκιζόµενη επί n-1 έτη, αφού 

πληρώνεται στο τέλος του έτους. Εποµένως η πρώτη δόση θα είναι x(1 + o)�<� 

ευρώ. Συνεχίζοντας, µε την ίδια λογική, η δεύτερη δόση θα είναι x(1 + o)�<
 

ευρώ. Η προτελευταία δόση θα µείνει ανατοκιζόµενη ένα έτος και θα είναι x(1 

+ i) ευρώ, ενώ η τελευταία, η οποία θα πληρωθεί στο τέλος των n ετών θα είναι 

x ευρώ και εξοφλείται το χρέος. Ο δανειζόµενος θα πληρώσει συνολικά: 

x + x(1 + i) + x(1 + o)
 + … + x(1 + o)�<
 + x(1 + o)�<� 

Παρατηρούµε ότι το χρέος είναι το άθροισµα των n πρώτων όρων µιας 

γεωµετρικής προόδου µε �� = x, λόγο ω = 1 + i και �� = x(1 + o)�<�. Οπότε το 

παραπάνω άθροισµα θα είναι 8� = ��
HB<� 
C<�  = 

��(�(`)B < ��
�(`<�  = 

��(�(`)B < ��
` . Για να 

εξοφληθεί το χρέος θα πρέπει να ισχύει η παρακάτω εξίσωση: 

C(1 + o)� = 
��(�(`)B < ��

`  

Και κατά συνέπεια: 

x = 
z∙�∙(�(`)B
(�(`)B < �              (24) 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι υπάρχει η δυνατότητα πληρωµής ενός ετησίου χρεολυσίου 1.000 

ευρώ επί 9 έτη και µε επιτόκιο 5%. Να βρεθεί το κεφάλαιο το οποίο έχει λάβει ο 

δανειζόµενος. 
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Έχουµε ως δεδοµένα: x = 1.000, n = 9, i = 5% = 0,05. Τότε σύµφωνα µε 

τον παραπάνω τύπο ισχύει x = 
z∙�∙(�(`)B
(�(`)B < � ↔ 1.000 = 

_ ∙�,�� ∙(�,��)�
(�,��)� <�  ↔ C = 

�.���(�,���/< �)
�,�� ∙ �,���/  = 

���,/
�,�TT��� = 7.107,59 ευρώ είναι το κεφάλαιο που δανείστηκε. 

 

 

5.4. Ράντες 

Ράντα καλείται ένα σύνολο χρηµατικών ποσών τα οποία καταβάλλονται 

ανά ίσα χρονικά διαστήµατα. Ο όρος ράντα έχει προέλθει από τη λατινική λέξη 

Reddita. Μια λέξη που θα µπορούσε να αποδώσει καλύτερα τον όρο ράντα είναι 

χρηµατοσειρά ή χρηµατοροή αφού η ράντα όντως είναι µια σειρά ισόποσων 

καταθέσεων ή πληρωµών. Παρατηρούµε στην καθηµερινή ζωή ενός ανθρώπου 

παραδείγµατα ραντών, όπως για παράδειγµα το ενοίκιο που καταβάλλεται, οι 

µηνιαίες κρατήσεις στο µισθό των εργαζοµένων, οι µηνιαίες δόσεις προς 

εξόφληση δανείων κ.λπ. Επίσης θα χρησιµοποιηθούν οι παρακάτω όροι: 

Όρος ράντας (R) καλείται το χρηµατικό ποσό που καταβάλλεται κάθε 

φορά. 

Περίοδος ράντας καλείται το χρονικό διάστηµα µου µεσολαβεί µεταξύ δύο 

διαδοχικών όρων αυτής. 

Αρχή ράντας καλείται το ξεκίνηµα της πρώτης περιόδου αυτής. 

Τέλος ράντας καλείται το τελείωµα της τελευταίας περιόδου. 

Αρχική αξία ράντας (A) είναι το άθροισµα των πραγµατικών αξιών των 

όρων της ράντας. 

Τελική αξία ράντας (S) είναι το άθροισµα των τελικών αξιών των όρων της 

ράντας.  

Να σηµειώσουµε πως για τον υπολογισµό της τελικής αξίας υπολογίζουµε 

τη µελλοντική αξία (FV) µιας χρηµατοροής R, µε επιτόκιο i και χρόνο n ισχύει 

ο τύπος FV = R(1 + o)�. Οπότε όταν υπάρχει µια σειρά χρηµατοροών ��, ��, 

�
, …, �� που προκύπτουν σήµερα, σε ένα χρόνο, σε δύο χρόνια, …, σε n 

χρόνια, αντίστοιχα τότε η συνολική µελλοντική αξία είναι: 

FV = ��(1 + o)� + ��(1 + o)�<� + �
(1 + o)�<
 + … + ��         (25) 
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Ενώ για τον υπολογισµό της αρχικής αξίας της ράντας θα πρέπει να 

βρούµε την παρούσα αξία των όρων µε τον τύπο PV = 
��

(�(`)B , ο οποίος λόγω 

των χρηµατοροών ��, ��, �
, …, �� θα πάρει τη µορφή: 

PV =  
�0

(�(`)0 + 
�A

(�(`)A + 
��

(�(`)� + … + 
�B

(�(`)B            (26) 

Περαιτέρω ανάλυση, όσον αφορά τη µελλοντική αξία καθώς και την 

παρούσα αξία θα πραγµατοποιηθεί στο επόµενο κεφάλαιο. 

Στις ράντες παρατηρούµε τις εξής βασικές κατηγορίες: 

� Σταθερές – Μεταβλητές 

Σταθερή καλείται η ράντα της οποίας όλοι οι όροι είναι ίσοι µεταξύ τους, 

ενώ µεταβλητή καλείται η ράντα στην οποία υπάρχουν όροι που δεν είναι ίσοι 

µεταξύ τους. 

� Ληξιπρόθεσµες – Προκαταβλητέες 

Ληξιπρόθεσµη καλείται η ράντα στην οποία κάθε όρος καταβάλλεται στο 

τέλος της κάθε περιόδου, ενώ προκαταβλητέα καλείται η ράντα στην οποία 

κάθε όρος καταβάλλεται στην αρχή της κάθε περιόδου. 

� Πρόσκαιρες – ∆ιηνεκείς 

Πρόσκαιρη καλείται η ράντα της οποίας το πλήθος των όρων είναι 

πεπερασµένο, ενώ διηνεκής ή ράντα ζωής καλείται η ράντα της οποίας το 

πλήθος των όρων είναι άπειρο. 

� Άµεσες – Μέλλουσες – Αρξάµενες 

Άµεση καλείται η ράντα στην οποία η εποχή υπολογισµού της συµπίπτει 

µε την αρχή της. Μέλλουσα καλείται η ράντα στην οποία η εποχή υπολογισµού 

της βρίσκεται πριν από ορισµένες περιόδους από την αρχή της. Αρξάµενη 

καλείται η ράντα στην οποία η εποχή υπολογισµού της βρίσκεται µετά από 

ορισµένες περιόδους από την αρχή της. Να επισηµάνουµε πως µε τη φράση 

εποχή υπολογισµού εννοούµε την ηµεροµηνία υπολογισµού της πραγµατικής 

αξίας της ράντας, δηλαδή την αξία όλων των όρων τη χρονική στιγµή, έστω t. 

� Ακέραιες – Κλασµατικές 

Ακέραια καλείται η ράντα όπου η περίοδος ανατοκισµού συµπίπτει µε την 

περίοδο της ράντας, ενώ κλασµατική καλείται η ράντα που δεν είναι ακέραια. 

 



 

 

 

45 

 

 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι γίνονται καταθέσεις στο τέλος κάθε έτους για τρία συνεχή έτη τα 

εξής ποσά: 200 ευρώ, 300 ευρώ και 600 ευρώ µε ετήσιο επιτόκιο ανατοκισµού 

3%. Να βρεθεί η τελική και η αρχική αξία της ράντας. 

Έχουµε ως δεδοµένα: �� = 200, �
 = 300, �/ = 600, i = 3%, n = 3 

Για να βρεθεί η τελική αξία S της ράντας θα πρέπει να βρεθεί η αξία όλων 

των όρων µαζί στο τέλος του τρίτου έτους. Ο πρώτος όρος  �� της ράντας θα 

ανατοκιστεί για δύο χρόνια, ο �
 θα ανατοκιστεί για ένα έτος και ο �/ απλά θα 

προστεθεί. Οπότε: 

S = R�(1 + i)�<� + R
(1 + i)�<
 + R/ 

= 200 (1 + 0,03)
 + 300 (1 + 0,03)� + 600 

= 212,18 + 309 + 600 

= 1.121,18 ευρώ είναι η τελική αξία της ράντας. 

Για να βρεθεί η αρχική αξία A θα πρέπει να βρεθεί η πραγµατική αξία 

όλων των όρων µαζί στην αρχή του πρώτου έτους. Οπότε: 

A = 
�A

(�(`)A + 
��

(�(`)� + 
�e

(�(`)e 

= 

��

(�(�,�/)A + 
/��

(�(�,�/)� + 
���

(�(�,�/)e 

= 194,17 + 283,02 + 550,46 

= 1.027,65 ευρώ είναι η αρχική αξία της ράντας. 

 

Οι ράντες εκτός από τις πολλές εφαρµογές τους στα δάνεια, παραδείγµατα 

των οποίων θα δούµε διεξοδικά στο επόµενο κεφάλαιο, έχουν εφαρµογές 

γενικότερα στα χρηµατοοικονοµικά, στις επενδυτικές αποφάσεις, στις 

αποσβέσεις περιουσιακών στοιχείων κ.λπ. Παρακάτω θα παρουσιαστεί η 

εφαρµογή τους στις αποσβέσεις πάγιων περιουσιακών στοιχείων. 

Τα πάγια περιουσιακά στοιχεία, όπως κτήρια, µηχανήµατα κ.λπ. µε την 

πάροδο του χρόνου υφίστανται φθορές και γι’ αυτόν το λόγο επέρχεται µείωση 

της αρχικής τους αξίας. Τα µηχανήµατα, για παράδειγµα οι ηλεκτρονικοί 

υπολογιστές, λόγω εντατικής χρήσης και παλαίωσης υφίστανται µείωση της 

αξίας τους, ενώ τα κτίρια υφίστανται φθορά µε την πάροδο του χρόνου. Αυτή η 
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µείωση της αξίας καλείται απόσβεση πάγιου ενεργητικού. Έστω ότι A είναι η 

αρχική αξία ή στην προκειµένη περίπτωση το αρχικό κόστος ενός πάγιου 

περιουσιακού στοιχείου, n είναι η χρονική διάρκεια ωφέλιµης ζωής, S είναι η 

υπολειµµατική αξία, η αξία δηλαδή που θα έχει το στοιχείο µετά από n έτη και 

D = A – S είναι η αξία προς απόσβεση. Τότε το ποσό R της ετήσιας απόσβεσης 

για το πάγιο περιουσιακό στοιχείο δίνεται από τη σχέση: 

R
(�(�)�< �

�  = D = A – S          (27) 

ή 

R = (A - S) 
�

(�(�)�< �          (28) 

Παράδειγµα: 

Έστω µια επιχείρηση η οποία δίνει 6.000 ευρώ για την απόκτηση ενός 

µηχανήµατος και µετά από 10 έτη η υπολειµµατική του αξία γίνεται 800 ευρώ. 

Να υπολογιστεί το ετήσιο ποσό για την απόσβεση του µηχανήµατος όταν το 

ετήσιο επιτόκιο απόσβεσης είναι 5,5%. 

Έχουµε ως δεδοµένα: A = 6.000, S = 800, n = 10, i = 5,5% = 0,055. Οπότε  

R = (A - S) 
�

(�(�)�< � = (6.000 - 800) 
�,���

(�(�,���)A0< � = 5.200 
�,���
�,T�U = 403,95 ευρώ 

είναι η ετήσια δαπάνη για την απόσβεση του µηχανήµατος. 
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6. ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΕΠΕΝ∆ΥΣΕΩΝ ΚΑΙ ∆ΑΝΕΙΑ 

 

Η αξιολόγηση επενδύσεων και τα δάνεια αποτελούν άλλες δύο σηµαντικές 

περιπτώσεις εφαρµογής των ακολουθιών. Θα παρουσιαστούν αναλυτικά στο 

συγκεκριµένο κεφάλαιο οι τρόποι αξιολόγησης των επενδύσεων, η διάκριση 

των δανείων αλλά και οι µέθοδοι απόσβεσης αυτών. Χρησιµοποιήθηκαν 

στοιχεία από τις πηγές: �W�, �X�, �]�, ����, ��W�. 
 

6.1.  Αξιολόγηση επενδύσεων 

Η παροιµία « κάλλιο πέντε και στο χέρι παρά δέκα και καρτέρει » αρµόζει 

πλήρως στη χρηµατοοικονοµική αφού η αξία του χρήµατος είναι µεγαλύτερη 

στο παρόν παρά στο µέλλον. Οι επενδυτές προτιµούν να παίρνουν χρήµατα 

σήµερα παρά αργότερα. Οι παράγοντες οι οποίοι µειώνουν προοδευτικά την 

αξία του χρήµατος µε την πάροδο του χρόνου είναι ο πληθωρισµός, ο κίνδυνος 

και η προτίµηση για ρευστότητα. Ο πληθωρισµός αναφέρεται στην αγοραστική 

αξία µιας νοµισµατικής µονάδας η οποία θα είναι µεγαλύτερη σήµερα απ’ ότι 

αύριο επειδή οι αυξηµένες τιµές θα µειώσουν την αξία της νοµισµατικής 

µονάδας. Ο κίνδυνος είναι η αβεβαιότητα για το µέλλον αφού δεν είναι κανείς 

σε θέση να γνωρίζει τι θα συµβεί στο µέλλον, ποια θα είναι η µελλοντική 

κατάσταση της εγχώριας οικονοµίας ή ποιες θα είναι οι χρηµατοοικονοµικές 

τάσεις σε άλλες χώρες. Η ρευστότητα είναι ένα σηµαντικό στοιχείο για έναν 

επενδυτή ή µια επιχείρηση αφού προτιµούν να έχουν µετρητά για τυχόν ανάγκες 

ή χρηµατοοικονοµικές απαιτήσεις παρά να δεσµεύσουν τα κεφάλαιά τους. Εάν 

θυσιάσουν την παρούσα ρευστότητα για περιουσιακά στοιχεία τότε 

ανταλλάσουν τα εξασφαλισµένα διαθέσιµα µε ένα µελλοντικό κέρδος το οποίο 

όµως εµπεριέχει µεγαλύτερο κίνδυνο. 

Γνωρίζοντας όµως το ποσό που θα επενδυθεί ή θα δεσµευθεί, καθώς και το 

ποσοστό απόδοσης µπορεί να βρεθεί πόσο θα αυξηθεί στο µέλλον η τρέχουσα 

αξία του κεφαλαίου. Αυτός ο υπολογισµός καλείται µελλοντική αξία µιας 

επένδυσης. Θα δοθεί ο τύπος της µελλοντικής αξίας µέσω ενός απλού 

παραδείγµατος. Ας υποθέσουµε ότι ένας επενδυτής αποταµιεύει 1.000 ευρώ, 

καταθέτοντάς τα στην τράπεζα µε ετήσιο επιτόκιο 10%. Ένα χρόνο αργότερα θα 

έχει το αρχικό κεφάλαιο των 1.000 ευρώ και άλλα 100 ευρώ από τους τόκους. 

∆ηλαδή ισχύει: 
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Αρχική κατάθεση + Τόκοι κατάθεσης = FV 

ή 1.000 + (10%) (1.000) = 1.100 ευρώ 

Ο υπολογισµός για ένα έτος είναι απλός αλλά τι γίνεται στην περίπτωση 

που κάποιος θέλει να µάθει την αξία του κεφαλαίου του έπειτα από αρκετά έτη; 

Σε αυτήν την περίπτωση ο τύπος µε βάση τον οποίο υπολογίζεται η µελλοντική 

αξία είναι ο εξής: 

FV = P(1 + i)� 

Όπου FV = Μελλοντική αξία 

P = Αρχική κατάθεση (κεφάλαιο) 

i = Ετήσιο επιτόκιο  

n = Αριθµός ετών 

 

Όµως εξίσου σηµαντική είναι και η παρούσα αξία αφού παρέχει µια βάση 

σύγκρισης της αποδοτικότητας που θα έχουν ορισµένα προγράµµατα ή 

επενδύσεις σε µια χρονική περίοδο. Η παρούσα αξία είναι η τρέχουσα αξία των 

µελλοντικών κερδών ή εισοδηµάτων αφού εφαρµοστεί σε αυτή ένα 

προεξοφλητικό επιτόκιο (κεφαλαιοποίηση). Το προεξοφλητικό επιτόκιο ή 

επιτόκιο κεφαλαιοποίησης είναι το επιτόκιο το οποίο εφαρµόζεται σε µια σειρά 

µελλοντικών καταβολών έτσι ώστε να τις αναπροσαρµόσει σε σχέση µε τον 

κίνδυνο και την αβεβαιότητα που εµπεριέχει ο χρόνος. Ο κίνδυνος µπορεί να 

µειωθεί λόγω κάποιων ευνοϊκότερων εξελίξεων στον επιχειρηµατικό κόσµο. 

Αυτές οι εξελίξεις σχετίζονται µε µείωση του πληθωρισµού και των επιτοκίων ή 

µε τις λιγότερο αβέβαιες οικονοµικές συνθήκες. Καθώς µειώνεται ο κίνδυνος, η 

παρούσα αξία του µελλοντικού εισοδήµατος αυξάνεται. Ο τύπος υπολογισµού 

της παρούσας αξίας είναι ο εξής: 

PV = 
��

(�(�)� 

Όπου PV = Παρούσα αξία ενός µελλοντικού εισοδήµατος 

FV = Μελλοντική αξία την περίοδο n 

i = Προεξοφλητικό επιτόκιο 

n = Αριθµός ετών 
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Επιπλέον απαραίτητη είναι µια αναφορά στον ενδιάµεσο ανατοκισµό. 

Μέχρι τώρα υποθέταµε, προς χάρη απλούστευσης, ότι ο τόκος ανατοκίζεται 

µόνο µια φορά το χρόνο. Όµως τα πράγµατα δεν είναι τόσο απλά αφού υπάρχει 

πιθανότητα να ανατοκίζεται περισσότερες από µια φορές. Εάν το ετήσιο 

επιτόκιο είναι 10%, είναι σαφές πως το εξαµηνιαίο επιτόκιο είναι 5% και το 

τριµηνιαίο 2,5%. Συµβολίζουµε µε m τον αριθµό πραγµατοποίησης 

ανατοκισµού εντός ενός έτους. Τότε η µελλοντική αξία δίνεται από τον 

παρακάτω τύπο: 

FV = P(1 + �
�)�� 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι γίνεται κατάθεση 1.000 ευρώ σε µια τράπεζα η οποία δίνει 

επιτόκιο 8% ανατοκιζόµενο τριµηνιαία. Να βρεθεί το ποσό της κατάθεσης µετά 

από ένα έτος. 

Έχουµε ως δεδοµένα: P = 1.000, i = 8% = 0,08, n = 1, m = 4 (υπάρχει 

τριµηνιαίος ανατοκισµός, δηλαδή πραγµατοποιείται ανατοκισµός 4 φορές το 

χρόνο). Ο ανατοκισµός µε επιτόκιο 
U%

�  = 2% δίνεται ως εξής: 

1
ο
 τρίµηνο: 1.000 ∙ 1,02 = 1.020 

2
ο
 τρίµηνο: 1.020 ∙ 1,02 = 1.040,4 

3
ο
 τρίµηνο: 1.040,4 ∙ 1,02 = 1.061,21 

4
ο
 τρίµηνο: 1.061,21 ∙ 1,02 = 1.082,43 

Οπότε στην αρχή του επόµενου έτους η κατάθεση θα ανέρχεται σε 

1.082,43 ευρώ. Ο δεύτερος τρόπος υπολογισµού της κατάθεσης µετά από ένα 

έτος γίνεται χρησιµοποιώντας τον παραπάνω τύπο, δηλαδή: 

FV = P(1 + �
�)�� = 1.000(1 + �,�U

� )� ∙� = 1.000 ∙ 1, 08243 = 1.082,43 

ευρώ. 
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Η σωστή αξιολόγηση και η λήψη επενδυτικών αποφάσεων παίζουν 

σηµαντικό ρόλο στη βιωσιµότητα και στην επέκταση του χρόνου αποδοτικής 

λειτουργίας της επιχείρησης. Μια λάθος επενδυτική απόφαση θέτει την 

απόδοση της επένδυσης εις βάρος της επιχείρησης. Γι’ αυτό η επιχείρηση 

πρέπει να επιλέγει µια συµφέρουσα επένδυση. Υπάρχουν διάφορες σύγχρονες 

µέθοδοι και κριτήρια επενδυτικών αποφάσεων. Εδώ θα γίνει ανάπτυξη του 

κριτηρίου της καθαρής παρούσας αξίας (NPV). Η µέθοδος της καθαρής 

παρούσας αξίας στηρίζεται στον υπολογισµό του αθροίσµατος των 

πραγµατικών αξιών όλων των χρηµατικών ροών που καταβάλλονται σε µια 

επένδυση και υπολογίζεται από τον παρακάτω τύπο: 

NPV =  
zA

(�(�)A + 
z�

(�(�)� + … + 
z�

(�(�)� - C�         (29) 

Όπου C� = Καθαρές χρηµατικές ροές, µε n = 1, 2, …, n 

i = Επιτόκιο 

n = Χρονική διάρκεια επένδυσης 

C� = Αρχικό κόστος επένδυσης 

Εάν η παρούσα αξία των µελλοντικών ταµειακών ροών είναι µεγαλύτερη 

από το αρχικό κόστος, τότε αξίζει να γίνει η επένδυση. Αντίθετα, εάν η 

παρούσα αξία είναι µικρότερη από το αρχικό κόστος, τότε η επένδυση πρέπει να 

απορριφθεί. Με άλλα λόγια, εάν NPV > 0 τότε η επένδυση είναι συµφέρουσα, 

ενώ εάν NPV < 0 τότε είναι µη συµφέρουσα και θα επιφέρει ζηµία. Βέβαια στην 

περίπτωση που υπάρχουν επιλογές επενδύσεων επιλέγεται εκείνη µε τη 

µεγαλύτερη καθαρή παρούσα αξία. 

 

 

6.2.  ∆άνεια 

6.2.1. Εισαγωγή στην έννοια των δανείων 

Συχνά για την αντιµετώπιση των οικονοµικών αναγκών είτε ενός ιδιώτη, 

είτε µιας επιχείρησης είναι αναπόφευκτη η σύναψη δανείου από τράπεζα ή άλλο 

φορέα. Τα δάνεια ανάλογα µε τη διάρκειά τους διακρίνονται σε δύο κατηγορίες, 

σε βραχυπρόθεσµα και σε µακροπρόθεσµα. Βραχυπρόθεσµα καλούνται τα 

δάνεια τα οποία έχουν χρονική διάρκεια το πολύ ένα έτος, ενώ µακροπρόθεσµα 

καλούνται τα δάνεια τα οποία έχουν διάρκεια µεγαλύτερη του ενός έτους. Στα 

βραχυπρόθεσµα εφαρµόζεται ο απλός τόκος και συνάπτονται µεταξύ φυσικών ή 

νοµικών προσώπων. Σε αυτήν την κατηγορία ανήκουν οι συναλλαγµατικές. Στα 
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µακροπρόθεσµα εφαρµόζεται ο ανατοκισµός. Σε αυτήν την κατηγορία ανήκουν 

τα στεγαστικά, καταναλωτικά κ.λπ. δάνεια. 

Τα µακροπρόθεσµα δάνεια διακρίνονται σε ενιαία και σε οµολογιακά. 

Ενιαία καλούνται τα δάνεια στα οποία ο δανειστής είναι ένα µόνο πρόσωπο, 

είτε φυσικό είτε νοµικό. Οµολογιακά καλούνται τα δάνεια στα οποία οι 

δανειστές είναι πολλοί. Αυτά τα δάνεια αντιπροσωπεύουν πολύ µεγάλα 

κεφάλαια, τα οποία δεν είναι διαθέσιµα µόνο από ένα πρόσωπο µε αποτέλεσµα 

το δάνειο να διαιρείται σε µικρότερα ποσά τα οποία καλούνται οµολογίες. 

Παρακάτω γίνεται αναφορά σε βασικούς ορισµούς: 

∆ιάρκεια δανείου καλείται το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί από την 

ηµέρα σύναψης του δανείου µέχρι την ηµέρα εξόφλησής του. 

Εξόφληση δανείου καλείται η πληρωµή του δανειζόµενου κεφαλαίου 

καθώς και ο τόκος που προέκυψε µέχρι την ηµέρα της επιστροφής του. 

Απόσβεση δανείου καλείται το σύνολο των αριθµητικών πράξεων που 

γίνονται για την εξόφλησή του. 

Τόκος καλείται το ποσό που διατίθεται σε κάθε δόση προς εξόφληση του 

τόκου του δανείου. 

Χρεολύσιο καλείται το ποσό που διατίθεται σε κάθε δόση προς εξόφληση 

του χρέους. 

Τοκοχρεολύσιο καλείται η συνολική δόση του δανείου που δίνεται κάθε 

φορά προς εξόφληση. Είναι προφανές πως: 

Τοκοχρεολύσιο = Τόκος + Χρεολύσιο 

Tα ενιαία δάνεια διακρίνονται στα πάγια και στα εξοφλητέα. Πάγια 

καλούνται τα δάνεια των οποίων ο χρόνος εξόφλησης δεν είναι καθορισµένος. 

Εξοφλητέα καλούνται τα δάνεια των οποίων ο χρόνος εξόφλησης είναι 

καθορισµένος. Τα εξοφλητέα ενιαία δάνεια διακρίνονται σε εξοφλητέα εφάπαξ 

και σε εξοφλητέα τοκοχρεολυτικώς. Εξοφλητέα εφάπαξ καλούνται τα δάνεια 

στα οποία η εξόφληση γίνεται σε µια δόση. Εξοφλητέα τοκοχρεολυτικώς 

καλούνται τα δάνεια στα οποία η εξόφληση γίνεται σε περισσότερες από µια 

δόσεις. 

Παραθέτεται το παρακάτω διάγραµµα για την πλήρη κατανόηση και 

εµπέδωση της διάκρισης των δανείων. 
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∆ΑΝΕΙΑ 

ΕΝΙΑΙΑ 

Υπάρχει ένας δανειστής 

ΟΜΟΛΟΓΙΑΚΑ 

Υπάρχουν πολλοί δανειστές 

ΠΑΓΙΑ 

Αόριστος ο χρόνος 

εξοφλήσεως, 

πληρώνονται µόνο 

οι τόκοι 

ΕΞΟΦΛΗΤΕΑ 

Εξοφλούνται σε 

προκαθορισµένο 

χρόνο 

Λαχειοφόρα 

Μη Λαχειοφόρα 

ΕΦΑΠΑΞ 

Ολόκληρο το δάνειο 

εξοφλείται σε µια πληρωµή 

ΤΟΚΟΧΡΕΟΛΥΤΙΚΩΣ 

Η εξόφληση του δανείου 

γίνεται σε περιοδικές 

πληρωµές 

Ο οφειλέτης δεν 

σχηµατίζει 

εξοφλητικό 

απόθεµα 

Ο οφειλέτης 

σχηµατίζει 

εξοφλητικό 

απόθεµα 

Με σταθερό 

τόκο και 

σταθερό 

χρεολύσιο 

Με µειωµένο 

τόκο και 

προοδευτικό 

χρεολύσιο 
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6.2.2. Μέθοδος ενιαίου ποσού 

Έστω ότι δανείζεται κάποιος ένα κεφάλαιο C µε επιτόκιο i για n περιόδους. 

Με τη µέθοδο του ενιαίου ποσού καταβάλλει στο τέλος κάθε περιόδου και για 

n-1 περιόδους τόκο I = C ∙ i και στο τέλος της n περιόδου καταβάλλει τον τόκο 

και το αρχικό κεφάλαιο, δηλαδή C + C ∙ i. Πρόκειται για ένα από τα πλέον 

απλούστερα συστήµατα απόσβεσης δανείου όπου ο οφειλέτης καταβάλλει στο 

δανειστή τον τόκο της κάθε περιόδου και στη λήξη του δανείου ολόκληρο το 

ποσό που έχει δανειστεί. Αυτός ο τρόπος αποπληρωµής δανείου θα 

εξυπηρετούσε µια νέα επιχείρηση, η οποία χρειάζεται χρόνο έτσι ώστε να 

λειτουργήσει και να αποκτήσει το κατάλληλο κεφάλαιο για την εξόφληση του 

αρχικού δανείου. Τα στοιχεία φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. Όπου x: 

χρεολύσιο, R: τοκοχρεολύσιο και Y: υπόλοιπο δανείου. 

 

 

 

 

    

Πίνακας 6.1: Απόσβεση δανείου µε τη µέθοδο ενιαίου ποσού 

 

Παράδειγµα: 

Να γίνει απόσβεση δανείου ύψους 60.000 ευρώ το οποίο εξοφλείται σε 6 

ετήσιες δόσεις, µε επιτόκιο 8% και µε τη µέθοδο του ενιαίου ποσού. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 60.000, n = 6, i = 8% = 0,08. 

Οπότε ισχύει I = C ∙ i = 60.000 ∙ 0,08 = 4.800 ευρώ. Ο πίνακας απόσβεσης 

του δανείου είναι ο παρακάτω: 

n I x R Y 

1 4.800 0 4.800 60.000 

2 4.800 0 4.800 60.000 

3 4.800 0 4.800 60.000 

4 4.800 0 4.800 60.000 

5 4.800 0 4.800 60.000 

6 4.800 60.000 64.800 0 

      Πίνακας 6.2: Εφαρµογή απόσβεσης δανείου µε τη µέθοδο ενιαίου ποσού 

n I x R Y 

1 C ∙ i 0 C ∙ i C 

2 C ∙ i 0 C ∙ i C 

… … … … … 

n-1 C ∙ i 0 C ∙ i C 

n C ∙ i C C + C ∙ i 0 
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6.2.3. Μέθοδος ίσων µερών κεφαλαίου 

Ας υποθέσουµε πως δανείζεται κάποιος κεφάλαιο C µε επιτόκιο i για n 

χρονικές περιόδους. Με τη µέθοδο των ίσων µερών κεφαλαίου καταβάλλει στο 

τέλος κάθε χρονικής περιόδου σταθερό χρεολύσιο x = 
z
�. Ενώ ο τόκος που 

καταβάλλει για n συνεχείς χρονικές περιόδους είναι: 

l� = C ∙ i 
l
 = �b − _

�� i = C ∙ i - _� ∙ i  

l/ = �b − 
_
� �i = C ∙ i - 2_

� ∙ i  
… 

l� = �b − (�<�)_
� � i = C ∙ i – (n - 1) ∙  _

� ∙ i 
Παράδειγµα: 

Να γίνει απόσβεση δανείου ύψους 60.000 ευρώ το οποίο εξοφλείται σε 6 

ετήσιες δόσεις, µε επιτόκιο 8% και µε τη µέθοδο των ίσων µερών κεφαλαίου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 60.000, n = 6, i = 8% = 0,08. 

Οπότε το χρεολύσιο είναι σταθερό x =  
z
� = 

��.���
�  = 10.000 ευρώ και για τα 

6 έτη ισχύουν τα παρακάτω: 

Για το 1
ο
 έτος: 

l� = C ∙ i = 60.000 ∙ 0,08 = 4.800 

�� = l� + x = 4.800 + 10.000 = 14.800 

�� = C – x = 60.000 – 10.000 = 50.000 

Για το 2
ο
 έτος: 

l
 = �b − _
�� i = (C - x) i = �� ∙ i = 50.000 ∙ 0,08 = 4.000 

�
 = l
 + x = 4.000 + 10.000 = 14.000 

�
 = �� - x = 50.000 – 10.000 = 40.000 

Για το 3
ο
 έτος: 
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l/ = �b − 
_
� �i = (C – 2x)i = (�� - x)i = �
 ∙ i = 40.000 ∙ 0,08 = 3.200 

�/ = l/ + x = 3.200 + 10.000 = 13.200 

�/ = �
 - x = 40.000 – 10.000 = 30.000 

Για το 4
ο
 έτος: 

l� = �/ ∙ i = 30.000 ∙ 0,08 = 2.400 

�� = l� + x = 2.400 + 10.000 = 12.400 

�� = �/ – x = 30.000 – 10.000 = 20.000 

Για το 5
ο
 έτος: 

l� = �� ∙ i = 20.000 ∙ 0,08 = 1.600 

�� = l� + x = 1.600 + 10.000 = 11.600 

�� = �� – x = 20.000 – 10.000 = 10.000 

Για το 6
ο
 έτος: 

l� = �� ∙ i = 10.000 ∙ 0,08 = 800 

�� = l� + x = 800 + 10.000 = 10.800 

�� = �� – x = 10.000 – 10.000 = 0 

Συνεπώς ο πίνακας απόσβεσης δανείου µε τη µέθοδο ίσων µερών 

κεφαλαίου είναι ο ακόλουθος: 

n I x R Y 

1 4.800 10.000 14.800 50.000 

2 4.000 10.000 14.000 40.000 

3 3.200 10.000 13.200 30.000 

4 2.400 10.000 12.400 20.000 

5 1.600 10.000 11.600 10.000 

6 800 10.000 10.800 0 

      Πίνακας 6.3: Εφαρµογή απόσβεσης δανείου µε τη µέθοδο ίσων µερών 

κεφαλαίου 
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6.2.4. Μέθοδος σταθερού τόκου και χρεολυσίου 

Με τη µέθοδο του σταθερού τόκου και χρεολυσίου, ο τόκος, το χρεολύσιο 

και κατά συνέπεια το τοκοχρεολύσιο είναι σταθερά. Έστω ότι έχει δανειστεί 

κάποιος κεφάλαιο C, µε επιτόκιο i για n χρονικές περιόδους. Τότε οι δόσεις του 

δανείου αποτελούν πρόβληµα ράντας σταθερής, πρόσκαιρης, ακεραίας, 

ληξιπρόθεσµης και άµεσης. Το ποσό C αποτελεί την αρχική αξία της ράντας. 

Οπότε ισχύει: 

C = R
� < ��

� , όπου U = 
�

�(� 

R = 
z

A N ��
�

 = 
z

A – (A��)N�
�

 = C
�

� – (�(�)N� = Ci
(�(�)�

(�(�)� < � = CRi (�(�)�< �
(�(�)�< � + �

(�(�)�< �S 

Συνεπώς R = C ∙ i + C
�

(�(�)�< �              (30) 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο, είναι φανερό πως: I = C ∙ i και x = 

C
�

(�(�)�< �. 

Παράδειγµα: 

Ας υποθέσουµε πως ένας επιχειρηµατίας πήρε δάνειο ύψους 100.000 ευρώ, 

το οποίο πρέπει να εξοφληθεί σε 5 ετήσιες δόσεις και µε επιτόκιο 7%. Να γίνει 

απόσβεση δανείου και να συνταχθεί ο αντίστοιχος πίνακας µε τη µέθοδο 

σταθερού τόκου και χρεολυσίου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 100.000, n = 5, i = 7% = 0,07. 

Τότε I = C ∙ i = 100.000 ∙ 0,07 = 7.000 

x = C
�

(�(�)�< � = 100.000 �,�T
(�(�,�T)g <� = 17.389 

R = x + I = 17.389 + 7.000 = 24.389 

Για τα υπόλοιπα του δανείου των 5 ετών ισχύουν τα παρακάτω: 

�� = C – x = 100.000 – 17.389 = 82.611 

�
 = �� – x ∙ (1 + i) = 82.611 – 17.389 ∙ 1, 07 = 64.004,77 

�/ = �
 - x ∙ (1 + o)
 = 64.004,77 – 17.389 ∙ (1 + 0,07)
 = 44.096,10 

�� = �/ - x ∙ (1 + o)/ = 44.096,10 – 17.389 ∙ (1 + 0,07)/ = 22.793,83 

�� = �� - x ∙ (1 + o)� = 22.793,83 – 17.389 ∙ (1 + 0,07)� = 0,4 ≈ 0 
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Αυτή η διαφορά των 0,4 ευρώ οφείλεται στις στρογγυλοποιήσεις που 

γίνονται στις πράξεις. Ο πίνακας απόσβεσης του δανείου είναι ο παρακάτω: 

n I x R Y 

1 7.000 17.389 24.389 82.611 

2 7.000 17.389 24.389 64.004,77 

3 7.000 17.389 24.389 44.096,10 

4 7.000 17.389 24.389 22.793,83 

5 7.000 17.389 24.389 0 

Πίνακας 6.4: Εφαρµογή απόσβεσης δανείου µε τη µέθοδο σταθερού 

τόκου και χρεολυσίου 

 

6.2.5. Μέθοδος προοδευτικού χρεολυσίου ή γαλλικό σύστηµα 

Το προοδευτικό ή γαλλικό σύστηµα είναι ένα από τα συχνότερα που 

εφαρµόζονται σήµερα για την απόσβεση ενιαίων δανείων. Στη συγκεκριµένη 

µέθοδο το τοκοχρεολύσιο κάθε περιόδου παραµένει σταθερό, χωρίς όµως να 

παραµένουν σταθερά ο τόκος ή το χρεολύσιο. Ο τόκος που καταβάλλεται στο 

τέλος κάθε περιόδου υπολογίζεται µε βάση το χρέος της προηγούµενης 

περιόδου. Ενώ τα χρεολύσια αποτελούν γεωµετρική πρόοδο µε λόγο 1 + i. Γι’ 

αυτόν το λόγο η µέθοδος αυτή καλείται µέθοδος του προοδευτικού χρεολυσίου. 

Έστω ότι δανείζεται κεφάλαιο C για n χρονικές περιόδους και µε επιτόκιο i. 

Οπότε R� = R
 = … = R� και I� + x� = I�(� + x�(� που θα πάρει την εξής 

µορφή: 

��<� ∙ i + x� = �� ∙ i + x�(� 

 x�(� = (��<�  -   ��) ∙ i + x� = x� ∙ i + x� = x�(1 + o) 

Πράγµατι τα χρεολύσια αποτελούν γεωµετρική πρόοδο µε λόγο 1 + i και 

µε βάση την ισότητα C = �� + x�(1 + o) + … + x�(1 + o)�<� 

= x� �1 + (1 + o) + … + (1 + o)�<�� 
= x�

(�(`)B < �
` . 

Λύνοντας ως προς x� προκύπτει x� = C 
`

(�(`)B < �   (31). Οι δόσεις του 

δανείου R αποτελούν πρόβληµα ράντας σταθερής, πρόσκαιρης, ακεραίας, 

ληξιπρόθεσµης και άµεσης. Για τη ράντα το ποσό C αποτελεί την αρχική της  

αξία. Ισχύει: 
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C = R
� < ��

� , όπου U = 
�

�(� 

Ισχύει  x�
(�(�)� < �

�  = R
� < ��

�   ή  x��(1 + i)� −  1� = RR1 − �
(�(�)�S και 

λύνοντας την προηγούµενη εξίσωση ως προς x� έχουµε: 

x� = R
R�< A

(A��)�S
�(�(�)�< �� = R

(A��)�N A
(A��)�

(�(�)�< �  = R
(�(�)�< �

(�(�)��(�(�)�< �� = R
�

(�(�)� 

Το χρεολύσιο της mης περιόδου είναι: 

x� = x� (1 + i)�<� όπου m = 1, 2, …, n 

= R
�

(�(�)� (1 + i)�<� 

= R (1 + i)�<�<� 

 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι επιχειρηµατίας παίρνει δάνειο ύψους 100.000 ευρώ, το οποίο 

πρέπει να εξοφληθεί σε 5 ετήσιες δόσεις και µε επιτόκιο 7,5%. Να γίνει 

απόσβεση του δανείου και να συνταχθεί ο αντίστοιχος πίνακας µε τη µέθοδο 

του προοδευτικού χρεολυσίου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 100.000, n = 5, i = 7,5% = 0,075. 

Οπότε: 

R = 
_ ∙ `

� < �� = 
_ ∙ `

�< � A
A���

B = 
���.��� ∙ �,�T�
�< � A

A�0,0 g�g  = 
T���

�,/�/�� = 24.716,58 

Για το 1
ο
 έτος: 

l� = C ∙ o = 100.000 ∙ 0,075 = 7.500 

�� = R - l� = 24.716,58 – 7.500 = 17.216,58 

�� = C - �� = 100.000 – 17.216,58 = 82.783,42 

Για το 2
ο
 έτος: 

l
 = �� ∙ o = 82.783,42 ∙ 0,075 = 6.208,76 

�
 = R - l
 = 24.716,58 – 6.208,76 = 18.507,82 
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�
 = �� - �
 = 82.783,42 - 18.507,82 = 64.275,60 

Για το 3
ο
 έτος: 

l/ = �
 ∙ o = 64.275,60 ∙ 0,075 = 4.820,67 

�/ = R - l/ = 24.716,58 - 4.820,67 = 19.895,91 

�/ = �
 - �/ = 64.275,60 - 19.895,91 = 44.379,69 

Για το 4
ο
 έτος: 

l� = �/ ∙ o = 44.379,69 ∙ 0,075 = 3.328,48 

�� = R - l� = 24.716,58 – 3.328,48 = 21.388,10 

�� = �/ - �� = 44.379,69 – 21.388,10 = 22.991,59 

Για το 5
ο
 έτος: 

l� = �� ∙ o = 22.991,59 ∙ 0,075 = 1.724,37 

�� = R - l� 24.716,58 – 1.724,37 = 22.992,21 

�� = �� - �� = 22.991,59 – 22.992,21 = - 0,62 ≈ 0 

Αυτή η διαφορά των 0,62 ευρώ οφείλεται στις στρογγυλοποιήσεις που 

γίνονται στις πράξεις. Ο πίνακας απόσβεσης του δανείου είναι ο παρακάτω: 

 Πίνακας 6.5: Εφαρµογή απόσβεσης δανείου µε τη µέθοδο προοδευτικού 

χρεολυσίου 

 

6.2.6. Αµερικάνικη µέθοδος 

Έστω ότι δανείζεται ένα κεφάλαιο C µε επιτόκιο i για n χρονικές 

περιόδους. Με την αµερικάνικη µέθοδο το δάνειο εξοφλείται κατά τη λήξη του 

δίχως να πληρώνονται οι τόκοι των ενδιάµεσων περιόδων. Ο οφειλέτης στο 

τέλος κάθε χρονικής περιόδου καταθέτει το ποσό R. Οι δόσεις αποτελούν 

     n I x R Y 

1 7.500 17.216,58 24.716,58 82.783,42 

2 6.208,76 18.507,82 24.716,58 64.275,60 

3 4.820,67 19.895,91 24.716,58 44.379,69 

4 3.328.48 21.388,10 24.716,58 22.991,59 

5 1.724,37 22.992,21 24.716,58 0 
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πρόβληµα ληξιπρόθεσµης ράντας. Είναι γνωστό πως η τελική αξία S δίνεται 

από την παρακάτω σχέση: 

S = R
(�(�A)�< �

�A
 

Όµως ισχύει και η σχέση: 

S = C(1 + i)� 

Συνεπώς: 

R
(�(�A)�< �

�A
 = C(1 + i)� 

Από τη παραπάνω ισότητα προκύπτει: 

R = 
z ∙ �A

(�(�A)�< � ∙ (1 + i)�            (32) 

Παράδειγµα: 

Ας υποθέσουµε πως κάποιος παίρνει ένα δάνειο ύψους 20.000 ευρώ για 4 

έτη και µε επιτόκιο 6%. Η απόσβεση του δανείου πραγµατοποιείται µε το 

αµερικάνικο σύστηµα και µε επιτόκιο σύστασης εξοφλητικού αποθέµατος 4%. 

Να βρεθεί το ύψος της δόσης του δανείου. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 20.000, n = 4, i = 6% = 0,06, o� = 4% = 0,04 

R = 
z ∙ �A

(�(�A)� < � ∙ (1 + i)� 

= 

�.��� ∙�,��

(�(�,��)¡ <� ∙ (1 + 0,06)� 

= 
U��
�,�T  ∙ 1,26 

= 5.929,41 ευρώ είναι η δόση του δανείου. 

 

6.2.7. ∆άνεια κτηµατικής πίστης 

∆άνεια κτηµατικής πίστης καλούνται τα µακροπρόθεσµα ενιαία δάνεια τα 

οποία χορηγούνται κυρίως σε φυσικά πρόσωπα. Προϋπόθεση χορήγησης του 

δανείου είναι η υποθήκευση ενός ακινήτου ίσης ή µεγαλύτερης αξίας του ποσού 

που δανείζεται. Παλαιότερα τα συγκεκριµένα δάνεια τα χορηγούσαν το Ταµείο 

Παρακαταθηκών και ∆ανείων, το Ταχυδροµικό Ταµιευτήριο, η Στεγαστική 

Τράπεζα και η Κτηµατική Τράπεζα, η οποία έχει πλέον ενσωµατωθεί µε την 
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Εθνική Τράπεζα. Σήµερα όλες οι εµπορικές τράπεζες χορηγούν δάνεια 

κτηµατικής πίστης. Γνωστά είναι τα στεγαστικά δάνεια, τα οποία χορηγούνται 

σε δηµοσίους υπαλλήλους ή σε άλλους εργαζοµένους, ασφαλισµένους σε 

ταµεία, όπως το ΙΚΑ, και είναι πολλές φορές επιδοτούµενα από τον 

ασφαλιστικό τοµέα ή από το Ελληνικό ∆ηµόσιο. 

Τα δάνεια κτηµατικής πίστης χορηγούνται πλέον µε χαµηλά επιτόκια και 

µε κυµαινόµενο επιτόκιο ή σταθερό για κάποιο χρονικό διάστηµα και έπειτα 

κυµαινόµενο. Σύµφωνα µε το άρθρο «Περισσότερες διευκολύνσεις, λιγότερα 

δάνεια» της εφηµερίδας Καθηµερινή, σήµερα οι αιτήσεις για στεγαστικά δάνεια 

εµφανίζονται µειωµένες κατά 50% έναντι του ∆εκεµβρίου του 2009, όταν ήδη 

είχε κάνει την εµφάνισή της η οικονοµική κρίση. Η πλειονότητα των τραπεζών 

συνεχίζει την πολιτική των αυστηρότερων κριτηρίων χορήγησης δανείων, η 

οποία ξεκίνησε από τα τέλη του 2008, σε µια προσπάθεια να περιορίσουν το 

ρυθµό αύξησης των επισφαλειών. Πλέον, οι τράπεζες µοιάζουν να 

επικεντρώνονται περισσότερο στη διαχείριση του υφιστάµενου χαρτοφυλακίου 

δανείων τους, όπως προκύπτει από την κίνηση πέντε τραπεζών και προχωρούν 

σε κινήσεις για τη διευκόλυνση των δανειοληπτών στην κάλυψη των 

υποχρεώσεών τους. Για παράδειγµα, η Εθνική Τράπεζα, απευθυνόµενη σε 

συνταξιούχους και δηµοσίους υπαλλήλους, ανακοίνωσε τη δυνατότητα 

επιµήκυνσης της διάρκειας αποπληρωµής έως και 12 επιπλέον χρόνια, µε τη 

µέγιστη διάρκεια να διαµορφώνεται στα 40 έτη. Η Eurobank ανακοίνωσε µια 

σειρά προγραµµάτων διευκόλυνσης εξατοµικευµένου χαρακτήρα, τα οποία 

έχουν ήδη εκµεταλλευτεί πάνω από 57.700 δανειολήπτες. Μεταξύ άλλων οι 

κάτοχοι στεγαστικού δανείου µπορούν να αυξήσουν τη χρονική διάρκεια έως 

και 10 έτη µε µέγιστη διάρκεια τα 40 έτη. Επίσης η Τράπεζα Πειραιώς έχει ήδη 

θέσει σε εφαρµογή µέτρα ελάφρυνσης των δανειοληπτών, τα οποία όµως 

αφορούν µόνο δηµοσίους υπαλλήλους. Μπορούν να µειώσουν τη µηνιαία δόση 

τους στο µισό για διάστηµα έως και 3 χρόνια, µε αντίστοιχη επιµήκυνση της 

διάρκειας του δανείου. 

Η εξόφληση των δανείων γίνεται κυρίως µε το προοδευτικό σύστηµα 

απόσβεσης ενιαίων δανείων. Οι δόσεις καταβάλλονται συνήθως κάθε εξάµηνο ή 

µήνα. Οι τοκοχρεολυτικές δόσεις, καθώς και τα υπόλοιπα στοιχεία για την 

απόσβεση του δανείου δίνονται από τις εξισώσεις που αναπτύξαµε στη µέθοδο 

προοδευτικού χρεολυσίου, δηλαδή: 

R = C
`

�< ¢B 

Για τον υπολογισµό του υπολοίπου του δανείου µετά την παρέλευση r 

περιόδων ισχύει: 
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Y¤ = C – (�� + �
 + … + �¥) 

= C – � �
(�(`)B  +  �

(�(`)BNA  +  … + �
(�(`)BN(¦NA)� 

= C - (�(1 + o)<� +  �(1 + o)�<� + … + �(1 + o)¥<�<�) 

= C - �(1 + o)<��1 + (1 + o) + (1 + o)
 + … + (1 + o)¥<�� 
= C - C

`
�< ¢B (1 + o)<� (�(`)¦< �

`  

= C - C
�

AN A
(A�h)B

h

 (1 + o)<� (�(`)¦< �
`  

= C - C
(�(`)NB ∙ `

(A�h)B N A
(A�h)B

 ∙ (�(`)¦< �
`  

= C – C
`

(�(`)B < �  ∙ (�(`)¦< �
`               (33) 

Στην περίπτωση που οι δόσεις καταβάλλονται κάθε εξάµηνο, θέτουµε 

στη θέση του i το 
`

 και στη θέση του n το 2n, όσον αφορά τις εξισώσεις 

υπολογισµού του δανείου. Ενώ στην περίπτωση που οι δόσεις καταβάλλονται 

κάθε µήνα, θέτουµε στη θέση του i το  
`

�
 και στη θέση του n το 12n. 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι δανείζεται κάποιος 100.000 ευρώ από το Ταχυδροµικό 

Ταµιευτήριο µε σταθερό ετήσιο επιτόκιο 6,5%. Εάν το δάνειο πρέπει να 

εξοφληθεί σε 20 έτη µε ισόποσες εξαµηνιαίες τοκοχρεολυτικές δόσεις, οι οποίες 

καταβάλλονται στο τέλος του κάθε εξαµήνου, να υπολογιστεί το τοκοχρεολύσιο 

και το ανεξόφλητο υπόλοιπο µετά από 16 έτη και 6 µήνες. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 100.000, i = 6,5% = 0,065, 
`

 = 0,0325, n = 20, 

2n = 40, r = 2 ∙ 16,5 = 33 

Η κάθε δόση είναι R = C
`

�< ¢B = C
`

�< A
(A�h)B

 και από τη στιγµή που είναι 

εξαµηνιαίες οι δόσεις διαµορφώνεται ο παραπάνω τύπος ως εξής: 

R = C

h
�

�< A
§A� h�¨

�B
 = 100.000

�,�/
�
�< A

(A�0,0e�g)¡0
 = 100.000 ∙ 0, 0450263 = 4.502,63 

ευρώ είναι η τοκοχρεολυτική εξαµηνιαία δόση του δανείου. 



 

 

 

63 

 

 

Το ανεξόφλητο υπόλοιπο µετά από 33 εξάµηνα θα είναι: 

Y// = C – C

h
�

��(h
���B < �

 ∙ ��( h
��¦< �
h
�

 = 100.000 – 100.000
�,�/
�

(�(�,�/
�)¡0 <� ∙ 
(�(�,�/
�)ee < �

�,�/
�  = 100.000 – 100.000 ∙ 0,01253 ∙ 57,638 = 27.779,59 ευρώ είναι 

το υπόλοιπο της οφειλής µετά από 33 εξάµηνα. 

 

6.2.8. Οµολογιακά δάνεια 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, τα οµολογιακά δάνεια αντιπροσωπεύουν πολύ 

µεγάλα κεφάλαια και αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο διαθέτονται σε 

περισσότερα από ένα πρόσωπα. ∆ιαιρούνται σε µικρότερα ποσά τα οποία 

καλούνται οµολογίες, τις εκδίδει ο δανειζόµενος και τις διαθέτει στους 

δανειστές του. Η οµολογία είναι ένας πιστωτικός τίτλος µε τον οποίο ο 

δανειζόµενος υπόσχεται να πληρώσει το αναγραφόµενο ποσό. Σε κάθε 

οµολογία γίνεται αναγραφή του χρηµατικού ποσού του οµολογιακού δανείου, 

του επιτοκίου, του χρόνου και του τρόπου πληρωµής των τόκων και διάφορα 

άλλα στοιχεία. 

Ο τρόπος µε τον οποίο εκδίδεται µια οµολογία καθορίζει και τη φύση της. 

Υφίστανται οι παρακάτω: 

� Ονοµαστικές 

Οι οµολογίες στις οποίες αναγράφεται το όνοµα του οµολογιούχου και ο 

χρόνος πληρωµής. Παρέχουν στον κάτοχο πλήρη ασφάλεια αλλά δεν είναι 

εύκολη η µεταβίβασή τους, αφού αυτό προϋποθέτει αλλαγή ονοµατεπωνύµου 

στον πιστωτικό τίτλο καθώς και στο µητρώο οµολογιών. 

� Στον κοµιστή 

Οι οµολογίες οι οποίες είναι ανώνυµες και ανήκουν σε εκείνον που τις 

κατέχει. Οι τόκοι τους πληρώνονται µε τοκοµερίδια, δηλαδή µε έντυπα 

αποδείξεων που είναι ίσα µε τις χρονικές περιόδους καταβολής των τόκων. 

Μεταβιβάζονται εύκολα αλλά δεν παρέχουν ασφάλεια στον οµολογιούχο. 

Βέβαια είναι οι πλέον συνηθισµένες οµολογίες στην πράξη. 

� Μικτές 

Οι οµολογίες στις οποίες αναγράφεται το όνοµα του οµολογιούχου και 

έχουν τοκοµερίδια. Τα τοκοµερίδια όµως δε φέρουν το όνοµα του 
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οµολογιούχου, έχοντας ως αποτέλεσµα η είσπραξή τους να πραγµατοποιηθεί 

από οποιονδήποτε. 

Στη συνέχεια γίνεται αναφορά σε βασικές έννοιες των οµολογιακών 

δανείων: 

Ονοµαστική αξία οµολογίας καλείται το χρηµατικό ποσό το οποίο 

αναγράφεται στην οµολογία. 

Τιµή έκδοσης οµολογίας καλείται το χρηµατικό ποσό όπου πωλείται η 

οµολογία. Εάν η τιµή έκδοσης της οµολογίας είναι ίση µε την ονοµαστική αξία, 

τότε το οµολογιακό δάνειο εκδόθηκε στο άρτιο. Εάν η τιµή έκδοσης της 

οµολογίας είναι µεγαλύτερη από την ονοµαστική αξία, τότε το οµολογιακό 

δάνειο εκδόθηκε υπέρ το άρτιο. Εάν η τιµή έκδοσης της οµολογίας είναι 

µικρότερη από την ονοµαστική αξία, τότε το οµολογιακό δάνειο εκδόθηκε υπό 

το άρτιο. 

Τιµή εξόφλησης οµολογίας καλείται το χρηµατικό ποσό όπου εξοφλείται η 

οµολογία κατά τη λήξη της. 

Η απόσβεση των οµολογιακών δανείων γίνεται συνήθως µε τη µέθοδο του 

προοδευτικού χρεολυσίου. Παρακάτω δίνονται οι συµβολισµοί των µεγεθών 

που θα χρησιµοποιηθούν: 

C: Ποσό οµολογιακού δανείου 

K: Ονοµαστική αξία οµολογίας 

n: ∆ιάρκεια οµολογιακού δανείου 

i: Επιτόκιο οµολογιακού δανείου 

N: Αριθµός οµολογιών 

Ο αριθµός των οµολογιών δίνεται από τον εξής τύπο: 

N = 
z
© 

Το τοκοχρεολύσιο, το οποίο είναι σταθερό και στις n περιόδους, όπως έχει 

ήδη αναφερθεί δίνεται από τον εξής τύπο: 

R = C
�

� < ��   ή   R = K ∙ ª �
� < �� 

Επίσης είναι γνωστοί οι τύποι υπολογισµού των χρεολυσίων: 
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x� = C 
�

(�(�)� < �  και  x� = x� (1 + i)�<� 

Στα οµολογιακά δάνεια ισχύει x� =  N� ∙ K, µε n = 1, 2, …, n και οι 

παραπάνω τύποι διαµορφώνεται ως εξής: 

ª� ∙ K = N ∙ ­ �
(�(�)� < � 

ª� = N 
�

(�(�)� < � 

και 

x� = x� (1 + i)�<� 

N� ∙ K = N� ∙ K(1 + i)�<� 

N� = N�(1 + i)�<� 

 

Παράδειγµα: 

Έστω ότι ένας οργανισµός συνάπτει οµολογιακό δάνειο ύψους 1.000.000 

ευρώ µε οµολογίες ονοµαστικής αξίας 20 ευρώ. Εάν το επιτόκιο είναι 6%, η 

εξόφληση του οµολογιακού δανείου γίνει σε 4 έτη µε ετήσιες κληρώσεις στο 

άρτιο και η απόσβεση τοκοχρεολυτικώς µε τη µέθοδο του προοδευτικού 

χρεολυσίου, να βρεθούν: ο αριθµός των οµολογιών, το τοκοχρεολύσιο και ο 

αριθµός των οµολογιών που θα εξοφληθούν στο τέλος της 1
ης

, 2
ης

, 3
ης

, και 4
ης

 

χρονιάς. 

Έχουµε ως δεδοµένα: C = 1.000.000, K = 20, i = 6%, n = 4 

Ο αριθµός των οµολογιών είναι ίσος µε: 

N = 
z
© = 

�.���.���

�  = 50.000 οµολογίες 

Το τοκοχρεολύσιο είναι ίσο µε: 

R = C
�

� < �� 

= C
�

�< A
(A��)�

 

= 1.000.000
�,��

�< A
(A�0,0f)¡

 = 1.000.000 ∙ 0,28859149 = 288.591,49 ευρώ 
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Ο αριθµός των οµολογιών στο τέλος της κάθε χρονιάς είναι: 

ª� = N 
�

(�(�)� < � = 50.000
�,��

(�(�,��)¡< � = 50.000 ∙ 0,22859 = 11.430 

οµολογίες 

N
 = N�(1 + i)�<� = 11.430(1 + 0,06) = 12.116 οµολογίες 

N/ = N�(1 + i)�<� = 11.430(1 + 0,06)
 = 12.843 οµολογίες 

N� = N�(1 + i)�<� = 11.430(1 + 0,06)/ = 13.613 οµολογίες. 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

Η αναφορά στις ακολουθίες ήταν εκτενής και σε συνδυασµό µε τα 

παραδείγµατα που εδόθησαν συνέβαλαν στην εµπέδωση της θεωρίας των 

ακολουθιών και συνάµα των οικονοµικών εφαρµογών τους, τόσο των 

βραχυπρόθεσµων όσο και των µακροπρόθεσµων. 

Η οικονοµία έχει δηµιουργηθεί από τις καθηµερινές συναλλαγές των 

εταιριών και των φυσικών προσώπων. Η καθηµερινή ζωή κατά κάποιον τρόπο 

έχει θέσει τις βάσεις της στην οικονοµία. Οι ανάγκες του συνόλου κρίνουν 

επιτακτικά λύσεις. 

Η  ύπαρξη των ακολουθιών βιώνεται από το σύνολο των ανθρώπων, όχι 

τόσο από τη γνώση της θεωρίας αλλά από την καθηµερινή τους χρήση και 

εφαρµογή από τον κάθε ένα άνθρωπο που τις καθιστά ως ένα δεδοµένο 

εργαλείο για τις εµπορικές και γενικότερα οικονοµικές του συναλλαγές µε τους 

συνανθρώπους του και µε το ευρύτερο κοινωνικό σύνολο. Πολλές είναι οι 

συναλλαγές που κρύβουν από πίσω τους τη θεωρία των ακολουθιών. 

Παλαιότερα δεν ήταν τόσο καθηµερινό φαινόµενο µια επιχείρηση να 

συνάπτει οικονοµικές σχέσεις µε την τράπεζα για την κάλυψη των αναγκών της, 

τόσο στις σχέσεις µε τους πελάτες της όσο και µε τους υπαλλήλους της. Σήµερα 

η κάθε εταιρία µετά από τον οικονοµικό της προγραµµατισµό µαθαίνει και 

αξιολογεί τις ανάγκες που έχει, οδηγώντας την ίδια την εταιρία στην χρήση 

τραπεζικών υπηρεσιών και κατ’ επέκταση στην εφαρµογή των ακολουθιών, 

χρίζοντας επιτακτική και αναγκαία µια τέτοια πράξη για την περαιτέρω 

επιβίωση και εξέλιξη της επιχείρησης. 

Ο Benjamin Franklin από την Αµερική, ένας από τους θεµελιωτές του 

έθνους του, γνωστός πολιτικός, διπλωµάτης, επιστήµονας και εφευρέτης 

φέρεται να συµβούλεψε ένα νεαρό έµπορο το 1748 λέγοντάς του: ≪ Να 

θυµάσαι ότι τα χρήµατα είναι γόνιµης, παραγωγικής φύσεως. Τα χρήµατα 

µπορούν να γεννήσουν χρήµατα και ο απόγονός τους µπορεί να γεννήσει 

περισσότερα και ούτω καθεξής ≫. ���� Θεωρώ πως είναι µια απόλυτα 

επιτυχηµένη έκφραση η οποία συνάδει στις οικονοµικές εφαρµογές των 

ακολουθιών.  
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