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Εισαγωγή στη Mathematica 

Ζ   Mathematica   είλαη   έλα   αιγεβξηθφ   ππνινγηζηηθφ   ζχζηεµα   ην   νπνίν   εθηειεί 

αξηζµεηηθνχο,  ζπµβνιηθνχο  θαη  γξαθηθνχο  ππνινγηζµνχο.  Ζ  εηδνπνηφο  δηαθνξά  ηεο  απφ 

ηηο  θνηλέο  γιψζζεο  πξνγξακκαηηζκνχ  θαη  ηα  ζπλαθή  πξνγξάµµαηα  έγθεηηαη  ζην  φηη 

εθηειεί  φρη  µφλν  αξηζµεηηθνχο  αιιά  θαη  πνιχπινθνπο  αιγεβξηθνχο  ππνινγηζµνχο. 

Πξφθεηηαη γηα µηα δηαθνξά ηζνδχλαµε µε ηε δηαθνξά αλάµεζα ζηελ Αξηζµεηηθή θαη ηελ 

Άιγεβξα.  Ζ  δηαθνξά  απηή  δελ  είλαη  µφλνλ  πξαθηηθή,  φηη  δειαδή  ε  Mathematica  θάλεη 

πέξα  απφ  αξηζµεηηθνχο  ππνινγηζµνχο  θαη  ζπµβνιηθνχο  ππνινγηζµνχο.  Δίλαη  θαη  µηα 

δηαθνξά  δηαλνεηηθνχ  πεξηβάιινληνο  γηαηί  ε  Mathematica  είλαη  έλα  πξφγξαµµα  πςειήο 

πεξηεθηηθφηεηαο  ζε  αθεξεκέλεο  µαζεµαηηθέο  έλλνηεο  θαη  γη’  απηφ  θνµςφηεξν  ζηελ 

εζσηεξηθή  δνµή  θαη  ηνλ  ηξφπν  ιεηηνπξγίαο  ηνπ  απ’  φηη  ηα  θνηλά  πξνγξάµµαηα  θαζαξά 

αξηζµεηηθψλ  ππνινγηζµψλ.  Όπσο  ραξαθηεξηζηηθά  αλαθέξνπλ  νη  άλζξσπνη  ηεο Wolfram 

Research, Inc.  πνπ  ηελ  αλέπηπμαλ,  ε  Mathematica  είλαη ‘‘έλα  ζχζηεµα  γηα  λα  θάλεη 

θαλείο  µαζεµαηηθά  µε  ηνλ  ππνινγηζηή’’.  ∆ελ  είλαη  φµσο  ζαλ  πξφγξαµµα  αξηζµεηηθψλ 

θαη  ζπµβνιηθψλ  ππνινγηζµψλ   έλαο  απιφο  εθηειεζηήο  πξναπνθαζηζµέλσλ  θαζεθφλησλ  

–  έζησ  µηαο  πειψξηαο  πνηθηιίαο  ηέηνησλ  θαζεθφλησλ  –  αιιά  µηα  πιήξεο  γιψζζα 

πξνγξακκαηηζκνχ.  Έηζη  νη  δπλαηφηεηεο  πνπ  παξέρεη  ζην  ρξήζηε  είλαη  πξαγµαηηθά 

αλεμάληιεηεο.  Ζ  Mathematica  είλαη  δηαθνξεηηθή  απφ  άιιεο  γιψζζεο  πξνγξακκαηηζκνχ 

(FORTRAN, BASIC, Pascal, C, …).  Δίλαη  µηα interpreted  γιψζζα,  δει.  θάζε  εληνιή 

ζηελ  είζνδν  παξάγεη  άµεζα  έμνδν.   Όµσο,  αλ  θαη  µπνξεί  λα  ρξεζηµνπνηεζεί  σο  µηα 

γιψζζα  πξνγξακκαηηζκνχ,  ε  πςεινχ  επηπέδνπ  δνµή  ηεο  είλαη  πην  θαηάιιειε  γηα 

εθηέιεζε  εμεδεηεµέλσλ –  πνιχπινθσλ  πξάμεσλ  µέζσ  ηεο  ρξήζεο  ‘ελζσµαησµέλσλ’ 

(built-in) ζπλαξηήζεσλ. Καη ν αξηζµφο ησλ built-in ζπλαξηήζεσλ ζηε Mathematica είλαη 

πειψξηνο.    

 Ζ Mathematica απνηειείηαη απφ δχν µέξε:   

Σν  front end  ηεο  Mathematica  δέρεηαη  εηζεξρφµελα,  εµθαλίδεη  εμεξρφµελα  θαη  γεληθά 

νξγαλψλεη  ηελ  πιεξνθνξία  ζε  µηα  ‘ζπλεδξία’ (session)  ηεο  Mathematica.  Ο  ππξήλαο 

(kernel)   είλαη   ην   ηµήµα   ηνπ   πξνγξάµµαηνο   πνπ   θάλεη   ηνπο   ππνινγηζµνχο.   Ζ  

Mathematica είλαη έλα modular ινγηζµηθφ ζχζηεµα ζην νπνίν ν πσρήνας πνπ ζηελ πξαγ-

µαηηθφηεηα εθηειεί ηνπο ππνινγηζµνχο είλαη μέρσξα απφ ην front end πνπ ρεηξίδεηαη ηελ 

αιιειεπίδξαζε µε ην ρξήζηε. Ο πιένλ ζπλήζεο ηχπνο ηνπ front end γηα ηε Mathematica 

βαζίδεηαη ζε αιιειεπηδξαζηηθά ‘έγγξαθα’ (documents) γλσζηψλ σο notebooks. Σα note- 
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books  αλακηγλχνπλ  ζηελ  είζνδν  θαη  έμνδν  ηεο  Mathematica  ‘θείµελν’ (text), ‘γξαθηθά’ 

(graphics), ‘παιέηεο’ (palettes)  θαη  άιιν  πιηθφ.  Μπνξεί  θαλείο  λα  ρξεζηµνπνηεί note- 

books είηε γηα λα θάλεη ηξέρνληεο ππνινγηζκνχο, ή σο µέζα γηα ηελ παξνπζίαζε ή 

έθδνζε ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ.  Σν front end ελφο notebook πεξηιαµβάλεη πνιιά 

‘µελνχ’ (menus) θαη εξγαιεία γξαθηθψλ γηα ηε δεµηνπξγία θαη αλάγλσζε ‘notebook 

εγγξάθσλ’ (notebook documents) θαη γηα ηελ απνζηνιή θαη ιήμε πιηθνχ απφ ηνλ ‘ππξήλα 

ηεο Mathematica 

 Κάλνληαο Αξηζµεηηθή µε ηε Mathematica 

΢ην  πιένλ  πξσηαξρηθφ  επίπεδν,  ε  Mathematica  µπνξεί  λα  εηδσζεί  σο  έλαο  ‘απιφο 

ππνινγηζηήο’   (calculator).   Μπνξεί   λα   εθηειέζεη   ηηο   πέληε   βαζηθέο   πξάμεηο   ηηο 

αξηζµεηηθήο:  πξφζζεζε  (+),  αθαίξεζε  (–),  πνιιαπιαζηαζµφ  (*,  ή  θελφ  δηάζηεµα), 

δηαίξεζε (/)  θαη  χςσζε  ζε  δχλαµε (^). 

Οη In θαη Out ‘εηηθέηεο’ (tags) 

Ξεθηλψληαο  ην  πξφγξαµµα  εµθαλίδεηαη  επί  ηεο  νζφλεο  ην  ζήµα  ηεο  Mathematica  θαη 

αµέζσο  µεηά  µηα  ισξίδα  (ζην  πάλσ  µέξνο  ηεο  νζφλεο)  µε  ην  γεληθφ  µελνχ  ηνπ 

πξνγξάµµαηνο, µηα  παιέηα  γηα  εχθνιε  εηζαγσγή  ζπµβφισλ  θαη  ην  θύλλο  εργαζίας  ελφο 

αρτείοσ ππφ ηνλ ηίηιν Untitled-1 πνπ αξγφηεξα ζα µαο δεηεζεί λα ηνπ δψζνπµε έλα 

φλνµα (εθφζνλ ην ζέινπµε).  

 Ζ  Mathematica  ηρλειαηεί  θάζε  εηζαγφµελε  έθθξαζε  πνπ  ζηέιλεηαη  ζηνλ  ‘ππξήλα’  

θαη θάζε εμαγφµελν πνπ παξάγεη ζε µηα ζπλεδξία. Απηή ε θαηαζηηρνγξάθεζε ησλ 

‘εληνιψλ’ (statements)  εµθαλίδεηαη  ζην front end µε  ηε  ρξήζε  ησλ  In  θαη  Out  

εηηθεηψλ.  Γηα  λα πξνζζέζνπµε  ην  14  ζην 7,  πιεθηξνινγνχµε   ηελ  παξάζηαζε 7 +  14  

θαη  ελ  ζπλερεία µε  Shift+Enter εµθαλίδεηαη ην απνηέιεζµα ζηελ νζφλε ηνπ ππνινγηζηή 

σο αθνινχζσο:  

 In[1]:= 5+3 

Out[1]= 8 

 

Να ζεµεηψζνπµε φηη νη εηηθέηεο (µε µπιε ρξψµα) In[1]! θαη Out[1]=, πνπ ην front 

end έρεη  επηζπλάςεη,  δειψλνπλ  ηελ  ‘είζνδν’  (Input)  θαη  ηελ  ‘έμνδν’  (Output),  απφ  

ηνλ ππξήλα,  ηνπ  ππνινγηζµνχ  πνπ  δεηήζαµε  θαη  ηππψλνληαη  απηφµαηα  απφ  ην  
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ίδην  ην πξφγξαµµα µε αχμνληα αξηζµφ πξνζδηνξίδνληαο έηζη ηε ζεηξά εθηέιεζεο ηεο 

αληίζηνηρεο πξάμεο  ζηε  δηάξθεηα  ηεο  ζπγθεθξηµέλεο  ζπλεδξίαο.  Απηφ  είλαη  ην  

ζεηξηαθφ  ζρήµα ηρλειάηεζεο ησλ εηζφδσλ θαη εμφδσλ απφ θαη πξνο ηνλ ππξήλα.   

 Γηα  λα  πνιιαπιαζηάζνπµε  ην  15 µε  ην  104.7,  πιεθηξνινγνχµε  15*104.7  ή  15  

104.7 (θελφ ζε µηα έθθξαζε εθιαµβάλεηαη σο πνιιαπιαζηαζµφο) θαη Shift+Enter 

 In[2]:= 13*203.8 

Out[2]= 2649.4 

Δπεηδή απηφ ήηαλ ε δεχηεξε είζνδνο ζηνλ ππξήλα (ζ’ απηήλ ηε ζπλεδξία) επηζπλάθηεθε 

ε  εηηθέηα  In[2]!   θαη  ζηελ  έμνδφ  ηεο  ε  Out[2]=.  Όπσο  είπαµε,  ν  ππξήλαο  ηεο 

Mathematica θξαηάεη αξρείν φισλ ησλ εληνιψλ εηζφδνπ θαη εμφδνπ ζε µηα ζπλεδξία ηεο 

Mathematica (µηα  ζπλεδξία  νξίδεηαη  σο  ην  δηάζηεµα  εξγαζίαο  απφ  ηελ ‘‘είζνδφ’’ 

µαο ζηνλ ππξήλα ηεο Mathematica έσο ηελ απνρψξεζε).   Δίλαη δπλαηφ λα 

αλαθεξφµαζηε ζε µηα ‘εηζαγφµελε εληνιή’ (input statement) σο In[k] ή ζε  µηα  

‘εμαγφµελε  εληνιή’ (output statement)  σο  Out[k],  φπνπ  k  είλαη  έλαο  ζεηηθφο 

αθέξαηνο πνπ αλαθέξεηαη ζηελ kε εληνιή ζε µηα ζπλεδξία ηεο Mathematica. In θαη Out 

είλαη,   ζηελ   πξαγµαηηθφηεηα,   ζπλαξηήζεηο   ηεο   Mathematica   πνπ   µπνξνχλ   λα 

ρξεζηµνπνηεζνχλ  σο  εηζαγφµελεο  εθθξάζεηο.  Γηα  παξάδεηγµα, µπνξνχµε  λα  

δεηήζνπµε απφ ηε Mathematica λα εθηειέζεη ηε δεχηεξε εηζαρζείζα εληνιή μαλά  

In[3]:= In[2] 

Out[3]= 2649 

Να ζεµεηψζνπµε φηη ε δεχηεξε είζνδνο θαζνδήγεζε ηε Mathematica λα πνιιαπιαζηάζεη  

ην 15 µε ην 104.7. ΢ηε ζπλέρεηα, πξνζζέηνπµε ηα δχν πξνεγνχµελα εμαγφµελα  

 In[4]:= Out[1]+Out[2] 

Out[4]= 2657.4 

Σν απνηέιεζµα απηφ είλαη ην ίδην µε ην 21 + 1570.5. Μπνξνχµε λα αλαθεξφµαζηε ζηε 

kε πξνεγνχµελε έμνδν (εμαγρζείζα εληνιή) ή είζνδν (εηζαρζείζα εληνιή) σο Out[-k] ή 

In[- k]  αληίζηνηρα.  Μηα  ζπληνµνγξαθία  ηεο  Out[-1]  είλαη  %,  θαη  ηεο  Out[-2]  

είλαη  %%. Δπίζεο %k είλαη µηα ζπληνµνγξαθία ηεο Out[k]. Γηα παξάδεηγµα, έρνπµε 

ηελ παξαθάησ αθνινπζία εληνιψλ ηεο Mathematica  
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 In[5]:= 3-4 

Out[5]:= -1 

Πνιιαπιαζίαζε µε 7 ην ηειεπηαίν απνηέιεζµα, δει. 7*(-3)  

 In[6]:= 5*% 

Out[6]= -5 

Πνιιαπιαζίαζε µε 8 ην ηειεπηαίν απνηέιεζµα, δει. 8*(-21)  

 In[7]:= 6*% 

Out[7]= -30 

∆ψζε ην ηξίην θαηά ζεηξά πξνεγνχµελν απνηέιεζµα, δει. –3  

In[8]:= In[-3] 

Out[8]= -1 

Γηα ηε δηφξζσζε ελφο ιάζνπο ηα πξάγµαηα είλαη εχθνια. Γηα παξάδεηγµα, αλ ζέινπµε λα 

δηνξζψζνπµε  ην 2  ζε 3  ζηνλ  αξηζµφ 6529  αθνχ  θέξνπµε  ηνλ  δείθηε  ζηε  ζέζε 

µεηαμχ 2  θαη  9,  παηάµε  ην  ζρεηηθφ  πιήθηξν  ηνπ  πνληηθηνχ  (απιφ  αξηζηεξφ  θιηθ),  

νπφηε εµθαλίδεηαη  ε  γλσζηή  αλαβνζβήλνπζα  γξαµµή –  ν  ιεγφµελνο  ‘δξνµέαο’ 

(cursor) –  ε νπνία  ζπλφδεπε,  φπσο  ζα  παξαηεξήζαηε,  ηε  δηαδηθαζία  

πιεθηξνιφγεζεο.  Γηα  λα ζβ

νπφηε  ζβήλεηαη  ην  2θαη αληηθαζίζηαηαη µεηά µε ην ςεθίν πνπ ζέινπµε, απιά 

πιεθηξνινγψληαο 3.   

Να  ηνλίζνπµε  ηέινο  φηη  γεληθά  θελά  δηαζηήµαηα  (blank  spaces)  αγλννχληαη  απφ  ηε 

Mathematica  εθηφο  αλ  αληηζηνηρνχλ  ζε  πνιιαπιαζηαζµφ.  Γηα  παξάδεηγµα,  4  +  5   

αληηµεησπίδεηαη ην ίδην µε  4+5.
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 Αξηζµνί, ζχµβνια θαη αλάζεζε 

Ζ  Mathematica  θάλεη  αξηζµεηηθή  δηαθνξεηηθά  απ’  φηη  νη  παξαδνζηαθνί  calculators.  

Κάλεη  ηνπο  ππνινγηζµνχο  ηεο  ρξεζηµνπνηψληαο  αξηζµεηηθή  ξεηψλ.  Απηφ  επηηξέπεη 

νξηζµέλνη  ηχπνη  ππνινγηζµψλ  λα  εθηεινχληαη  µε  άπεηξε  αθξίβεηα.  Γηα  παξάδεηγµα,  ν 

ππνινγηζµφο µηαο έθθξαζεο φπσο ηεο (4 + 1)/3 ζ’ έλαλ calculator ζα είρε σο απνηέιεζµα ηε 

δεθαδηθή πξνζέγγηζε 1.666666666 θαη φρη ηελ αθξηβή απάληεζε 5/3. Ζ Mathematica 

µεηαρεηξίδεηαη  ην 5/3  σο  έλα  ζχµβνιν  ζην  αξηζµεηηθφ  ζχζηεµα  ησλ  ξεηψλ  θαη  δελ  ην 

πξνζεγγίδεη  µε  ην  δεθαδηθφ  ηνπ  αλάπηπγµα. 

Γηα  λα  αλαζέηνπµε  εθθξάζεηο  ηεο  Mathematica  ζε  ζχµβνια  νξηζµέλα  απφ  ην  ρξήζηε, 

ρξεζηµνπνηνχµε  ηνλ  ηειεζηή  Set  (=),  ή  ηνλ  ηειεζηή  SetDelayed  (:=).  Απηνί  νη  δπν 

ηειεζηέο  δηαθέξνπλ  σο  πξνο  ηνλ  ηξφπν  πνπ  γίλεηαη  ε  αλάζεζε.  Θα  εμεηάζνπµε  ηηο 

δηαθνξέο µεηαμχ ησλ δχν ‘πξάμεσλ’ (operations) αθνχ µάζνπµε πσο λα ρξεζηµνπνηνχµε 

ηε ζπλάξηεζε Set.  

 Αο αλαζέζνπµε ην ζχµβνιν u ζην – 3 θαη ην ζχµβνιν v ζην (1 – 9)π  

In[10]:= u=-3 

Out[10]:=-3 

In[11]:= v=(1-9)*Pi 

Out[11]:=-8Pi 

Οη παξελζέζεηο ζηηο εθθξάζεηο (εηζφδνπ θαη εμφδνπ) ηεο Mathematica ρξεζηµνπνηνχληαη σο  

αιγεβξηθνί  deliminators.  Μπνξνχµε  ηψξα  λα  ρξεζηµνπνηήζνπµε  ηα u  θαη v ζε άιιεο 

εθθξάζεηο  ηεο  Mathematica.  Γηα  παξάδεηγµα,  αο  ππνινγίζνπµε  3u  –  5v  θαη  αο 

αλαζέζνπµε ηελ ηηµή ηνπ ζην ζχµβνιν w  

 In[12]:= w=3*u-5*v 

Out[12]:= -9+40Pi 

Μπνξνχµε  πάληα  λα  ξσηάµε  ηε  Mathematica  πνηα  έθθξαζε  αλαηεζεί  ζ’  έλα  ζχµβνιν 

εηζάγνληαο ην ζχµβνιν. Αο δεηήζνπµε πιεξνθνξία γηα ηελ αλάζεζε ζην v  

 In[13]:= v 

Out[13]= -8Pi 
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Γηα λα άξνπµε µηα αλάζεζε ζ’ έλα ζχµβνιν, ρξεζηµνπνηνχµε ηε ζπλάξηεζε Clear  

 In[14]:= Clear[v] 

Αο ξσηήζνπµε ηψξα πνηα έθθξαζε επί ηνπ παξφληνο έρεη αλαηεζεί ζην ζχµβνιν v  

 In[15]:= v 

Out[15]= v 

Όηαλ  ην  Mathematica  επηζηξέθεη  ην  φλνµα  ηνπ  ζπµβφινπ,  δειψλεη  φηη  νπνηαδήπνηε 

εθρψξεζε  ζ’ απηφ ην ζχµβνιν δελ µπνξεί λα πάξεη ηηµή ή ζε απηή ηε πεξίπησζε θαµία 

έθθξαζε  δελ  έρεη  εθρσξεζεί  ζην v.  Μηα  ελαιιαθηηθή  µέζνδνο  γηα  λα  δηαγξάςνπµε  

µηα αλάζεζε  απφ  έλα  ζχµβνιν  είλαη  λα  ρξεζηµνπνηήζνπµε  ηνλ  ηειεζηή  Unset.  Γηα 

παξάδεηγµα   γηα   λα   δηαγξάςνπµε   νπνηαδήπνηε   αλάζεζε   απφ   ην   ζχµβνιν   v 

ρξεζηµνπνηνχµε ηελ αθφινπζε έθθξαζε:  

In[16]:= v =.  

΢ε    νπνηαδήπνηε    αλάζεζε    απφ    ηα    παξαπάλσ    ζχµβνια    ζα    µπνξνχζαµε    λα 

ρξεζηµνπνηήζνπµε ηνλ ηειεζηή SetDelayed(:=) αληί γηα ηνλ ηειεζηή Set(=).  

 ΢πλαξηήζεηο  

Ζ Mathematica έρεη µηα εληππσζηαθή ιίζηα απφ ελζσµαησµέλεο ζπλαξηήζεηο. Δπηηξέπεη 

επίζεο ζηνπο ρξήζηεο λα νξίδνπλ ηηο δηθέο ηνπο ζπλαξηήζεηο.Οη  ελζσµαησµέλεο  

ζπλαξηήζεηο  ηεο  Mathematica  έρνπλ  νλφµαηα  παξφµνηα  µε  ην ζπλεζηζµέλν 

µαζεµαηηθφ  ζχζηεµα ζπµβφισλ θαη ραξαθηήξσλ. Όιεο νη ελζσµαησµέλεο ζπλαξηήζεηο  

ηεο  Mathematica  μεθηλνχλ  µε  θεθαιαίν  γξάµµα  θαη  ηα  νξίζµαηα  ηνπο πεξηθιείνληαη 

ζε αγθχιεο. Γηα παξάδεηγµα ε ζπλάξηεζε εµηηφλνπ, sinx, ζπµβνιίδεηαη σο Sin[x]  ζηε  

Mathematica.  Πην  θάησ  ππάξρεη  έλαο  πίλαθαο  µε  ηηο  πην  ζπλεζηζµέλεο  ζηε ρξήζε 

ζπλαξηήζεηο:  

Abs[x]        

Sqrt[x]      ηεηξαγσληθή ξίδα ,◊x  
Exp[x]       εθζεηηθή ζπλάξηεζε,‰ρ   

Log[x]       θπζηθφο ινγάξηζµνο ,lnx  

Log[a,x]      ινγάξηζµνο µε βάζε α, logax  

  Sin[x],Cos[x],Tan[x]…    ηξηγσλνµεηξηθέο ζπλαξηήζεηο µε νξίζµαηα αθηίληα                           

ArcSin[x],ArcCos[x],…     αληίζηξνθεο ηξηγσλνµεηξηθέο ζπλαξηήζεηο  

 Factorial[n] (n!                   παξαγνληηθή ζπλάξηεζε  
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 Random []      ζηαζεξφο ςεπδνηπραίνο αξηζµφο µεηαμχ 0 θαη 1  

 N[x]        αξηζµεηηθή ηηµή ηνπ x  

 

 Αιγεβξηθνί ρεηξηζµνί 

  Ζ   Mathematica   έρεη   δηάθνξεο   ελζσµαησµέλεο   ζπλαξηήζεηο   γηα   λα   ρεηξίδεηαη   ηηο 

µαζεµαηηθέο  εθθξάζεηο.  Απηέο  νη  ζπλαξηήζεηο  ζα  εθηειέζνπλ  ηα  δηάθνξα  αιγεβξηθά 

ζέµαηα   γηα   ηα   µεγάια   γηλφµελα,   ηελ   παξαγνληνπνίεζε,   ηελ   εχξεζε   θνηλψλ 

παξνλνµαζηψλ  θαη  ηε  µεξηθή  θιαζµαηηθή  αλάπηπμε.  Οη  ζεµαληηθφηεξεο  ζπλαξηήζεηο 

ρεηξηζµνχ  είλαη  ε  Expand,  ε  Together,  ε  Apart  θαη  ε  Simplify.  ΢ηε  ζπλέρεηα  δίλεηαη 

µηα πεξηγξαθή απηψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ   

 Expand  

  In[67]:= ?Expand 

  Ζ Expand[expr]  αλαπηχζζεη  γηλφµελα  θαη  ζεηηθέο  αθέξαηεο  δπλάµεηο ζηελ expr. Ζ   

Expand[expr,  patt]  απνθεχγεη  λα  επεθηείλεη  ζηνηρεία  ηεο expr  πνπ  δελ  πεξηέρνπλ  

ζπλζήθεο  ή  θαλφλεο  πνπ  ηζρχνπλ  ζηε µεηαβιεηή patt. 

 Factor 

In[70]:=?Factor 

Ζ   Factor[poly]   παξαγνληνπνηεί   έλα   πνιπψλπµν   ζην   ζχλνιν   ησλ αθεξαίσλ.  Ζ  

Factor[poly,Modulus->p]  παξαγνληνπνηεί  έλα  πνιπψλπµν modulo έλαλ πξψην  p. 

 Together  

In[73]:= ?Together 

 H Together[expr]  ηνπνζεηεί  ηνπο  αξηζµνχο  ππφ  ηε µνξθή  αζξνίζµαηνο πάλσ  απφ  έλα  

θνηλφ  παξνλνµαζηή  θαη  δηαγξάθεη  ηνπο  παξάγνληεο  ζην απνηέιεζµα. 

 Apart  

H   Apart[expr]   γξάθεη   μαλά   ηε   ξεηή   έθθξαζε   ππφ   ηε   µνξθή           αζξνίζµαηνο  

ησλ  φξσλ  µε  ειάρηζηνπο  παξνλνµαζηέο.  Ζ Apart[expr, var]  ζεσξεί φιεο ηηο µεηαβιεηέο 

εθηφο ηεο var σο ζηαζεξέο 

 Simplify 

In[79]:= ?Simplify 



10 
 

H  Simplify[expr] πξαγµαηνπνηεί µηα ζεηξά  αιγεβξηθψλ µεηαζρεµαηηζµψλ ζηελ expr θαη 

επηζηξέθεη ηε απινχζηεξε µνξθή πνπ ζα βξεη. 

 

 Λνγηζµφο 

Σξεηο   βαζηθέο   πξάμεηο   ηεο   µαζεµαηηθήο  αλάιπζεο   είλαη   ν   ππνινγηζµφο  νξίσλ, 

παξαγψγσλ  θαη  νινθιεξσµάησλ.  Ζ  Mathematica  έρεη  ηηο  ζπλαξηήζεηο  Limit, D  θαη 

Integrate γηα λα εθηειέζεη απηέο ηηο πξάμεηο. Ζ  ζπλάξηεζε  Limit  επηρεηξεί  λα  ππνινγίζεη  

ην  φξην  µηαο  έθθξαζεο  θαζψο  έλα  απφ  ηα ζχµβνια ηεο έθθξαζεο πξνζεγγίδεη µηα 

ζπγθεθξηµέλε ηηµή.  

In[126]:=?Limit 

Αθνινπζεί έλα παξάδεηγµα γηα ηελ εχξεζε ηνπ νξίνπ µηαο ινγηθήο έθθξαζεο  

In[127]:= Clear[x]; 

Limit[{x^3-3*x^2+3*x-1)/(x-1),xØ1] 

Out[128]= 0 

Οη παξάγσγνη ζηε Mathematica ππνινγίδνληαη ρξεζηµνπνηψληαο ηε ζπλάξηεζε D  

 In[129]:=?D 

 H  D[f, x] δίλεη ηε µεξηθή παξάγσγν ηεο f σο πξνο x. Ζ D[f, {x,n}] δίλεη ηε λ- νζηή  µεξηθή    

παξάγσγν  σο  πξνο  x.  Ζ  .  D[f,x1,  x2,  ...  ]  δίλεη  ηε  µηθηή παξάγσγν.΢ηε  πην  βαζηθή  

µνξθή  ην  πξψην  φξηζµα  ηεο  D  είλαη  ε  ζπλάξηεζε  πνπ  ζα  βξνχµε  ην δηαθνξηθφ ηεο θαη 

ην δεχηεξν φξηζµα είλαη ε µεηαβιεηή ηνπ δηαθνξηθνχ. Γηα παξάδεηγµα γηα  λα  βξνχµε  ην  

δηαθνξηθφ  ηεο  ζπλάξηεζεο   xcos(2x)  σο  πξνο  x  ζα  ρξεζηµνπνηήζνπµε ηελ αθφινπζε 

έθθξαζε   

 In[130]:=Clear[x];      

       D[x*Cos[2*x],x] 

Out[131]= Cos[2x]-2xSin[2x] 
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Σν  νιηθφ  δηαθνξηθφ  µηαο  ζπλάξηεζεο  µπνξεί  λα  ππνινγηζζεί  µε  ηε  ζπλάξηεζε  Dt.  Πην 

θάησ ε πεξηγξαθή ηεο   

  In[141]:=?Dt 

Ζ Dt[f, x] δίλεη ηελ νιηθή παξάγσγν ηεο f σο πξνο x. Ζ . Dt[f] δίλεη ην νιηθφ δηαθνξηθφ ηεο 

f. Ζ Dt[f, {x, n}] δίλεη ηε λ-νζηή νιηθή παξάγσγν σο πξνο x. Ζ Dt[f, x1, x2, ... ] δίλεη µηα 

µηθηή νιηθή παξάγσγν. 

Αο ππνινγίζνπµε ην νιηθφ δηαθνξηθφ ηεο xy
2
+z

3
  

 In[142]:= Clear[x,y,z]; 

          Dt[x*y^2+z^3] 

Out[143]= y
2
Dt[x]+2xyDt[y]+3z

2
Dt[z] 

΢ε απηφ ην απνηέιεζµα ε Dt[x] παίδεη ην ξφιν ηνπ dx ,ε Dt[y] παίδεη ην ξφιν ηνπ dy θαη  

ε Dt[z] ηνπ dz.  

 

Ζ  Mathematica  έρεη  ηε  δπλαηφηεηα  λα  πξαγµαηνπνηεί  πνιχ  δχζθνια  νινθιεξψµαηα.  Ζ 

ζπλάξηεζε Integrate ρξεζηµνπνηείηαη ηφζν γηα ηα αφξηζηα φζν θαη γηα ηα νξηζµέλα νιν- 

θιεξψµαηα. Πην θάησ ε πεξηγξαθή ηεο:  

 In[144]:=?Integrate 

Ζ  Integrate[f,  x]  δίλεη  ην  αφξηζην  νινθιήξσµα  ηεο  f  σο  πξνο  x.  Ζ Integrate[f,  

{x, xmin, xmax}]  δίλεη  ην  νξηζµέλν  νινθιήξσµα.  Ζ Integrate[f, {x, xmin,xmax}, 

{y,ymin, ymax}] δίλεη έλα πνιιαπιφ νινθιήξσµα 

΢αλ παξάδεηγµα ππνινγίδνπµε ην νξηζµέλν νινθιήξσµα   

  x cos( x)dx   
0 

 
In[145]:=Clear[x];                  

Integrate[x*Cos[x],{x,0,Pi}] 

 
Out[146]= -2 
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1. OΡΗΑ 

1.1 ΢πλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο 

Ο καζεκαηηθφο ινγηζκφο είλαη έλαο ηδηαίηεξα ρξήζηκνο θιάδνο ησλ 

καζεκαηηθψλ κε επξείεο εθαξκνγέο πνπ ζπκπεξηιακβάλνπλ ηε ράξαμε 

θακππιψλ , ηελ αξηζηνπνίεζε ζπλαξηήζεσλ, ηελ εχξεζε ηνπ ξπζκνχ 

κεηαβνιήο κηαο ζπλάξηεζεο, φληαο επίζεο θαη ηελ εθηίκεζε ηνπ εκβαδνχ πνπ 

πεξηθιείεηαη απφ κηα θακπχιε ή θακπχιεο. Σν ζεκέιην ηνπ ινγηζκνχ θαη ε 

ραξαθηεξηζηηθή ηνπ δηαθνξά απφ ηελ άιγεβξα είλαη ε έλλνηα ηνπ νξίνπ. 

Αο ππνζέζνπκε ινηπφλ φηη f(x), είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x θαη a είλαη έλαο 

αξηζκφο. Σν φξην ηεο ζπλάξηεζεο f(x) είλαη ν αξηζκφο έλα ζηνλ νπνίν ηείλεη ε 

ζπλάξηεζε φζν ην ρ πξνζεγγίδεη, αιιά πνηέ δελ εμηζψλεηαη κε ην a. Ζ πξφηαζε 

απηή ζπκβνιηθά δηαηππψλεηαη σο εμήο :  

=L 

Παξάδεηγκα : 

Να βξεζεί ην φξην ηεο ζπλάξηεζεο : 

 

Λχζε : 

 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In []:=g [x_] = (3x-2)/ (2x+5) 

Out [] = (-2+3 x)/ (5+2 x) 

In []:=limit [g[x], x 2] 

Out [] =4/9 
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Παξάδεηγκα : 

 

Να βξεζεί ην φξην ηεο ζπλάξηεζεο : 

 

Λχζε : 

Με κηα απιή αληηθαηάζηαζε ηνπ x=0 ζα θαηαιήγακε ζηελ έθθξαζε 0/0 πνπ 

είλαη απξνζδηφξηζηε. Παξά ην γεγνλφο φηη ε f(0) είλαη απξνζδηφξηζηε, ε 

ζπλάξηεζε f(x) είλαη πξνζδηνξίζηκε γηα ηηκέο ηνπ x πνιχ θνληά ζηελ πεξηνρή 

ηνπ κεδελφο, εθηφο βέβαηα απ’ ηελ ηηκή ηνπ κεδελφο. Γελ ελδηαθεξφκαζηε 

επνκέλσο λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε γηα ηελ ηηκή x=0 , αιιά κάιινλ 

λα βξνχκε ηνλ αξηζκφ πξνο ηνλ νπνίν ε ζπλάξηεζε f(x) ηείλεη φζν ην ρ 

πξνζεγγίδεη, αιιά πνηέ δελ γίλεηαη ίζν κε ην κεδέλ. Δπεηδή ινηπφλ ην ρ είλαη 

δηάθνξν ηνπ κεδελφο κπνξνχκε λα δηαηξέζνπκε αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε 

ην ρ θαη λα θαηαιήμνπκε : 

 

 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In []:= t [x_] = (3x*x-3x)/ (4*x) 

Out [] =  

In []:=limit [t[x], x 0] 

Out [] =-3/4 
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Μέρξη ηψξα ε έλλνηα ηνπ νξίνπ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ήηαλ πνιχ απιή θαη φρη 

ηθαλνπνηεηηθά αθξηβήο. Δάλ ζέινπκε ε έλλνηα ηνπ νξίνπ λα δηαηππσζεί κε έλα 

επηζηεκνληθφηεξν ηξφπν 

Απφ ηνλ αξρηθφ νξηζκφ ηνπ νξίνπ 

 

Απαηηνχκε έλα νξηζκέλν πεδίν αληνρήο γχξσ απφ ην L. Γηα ην ζθνπφ απηφ 

δηαιέγνπκε έλα κηθξφ αιιά ζεηηθφ αξηζκφ ε. Σν πεδίν αληνρήο ζα είλαη ην 

ζχλνιν ησλ αξηζκψλ πνπ πεξηέρεηαη κεηαμχ ηνπ L-ε θαη ηνπ L+ε. Σν επφκελν 

βήκα είλαη λα βξνχκε έλα άιιν αξθεηά κηθξφ αιιά ζεηηθφ αξηζκφ δ πνπ λα 

εμαξηάηαη απφ ηνλ ε, έηζη ψζηε λα νξίζνπκε ην πεδίν αληνρήο γχξσ απ ‘ην ρ. 

Απηφ ην πεδίν αληνρήο είλαη ην ζχλνιν ησλ αξηζκψλ πνπ πεξηιακβάλεηαη 

κεηαμχ ηνπ α-δ θαη ηνπ α+δ. Αλ κπνξνχκε πάληα λα νξίδνπκε ην δ έηζη ψζηε ην 

ρ λα βξίζθεηαη κεηαμχ ησλ α-δ θαη α+δ θαη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) λα 

βξίζθνληαη κεηαμχ ησλ L-ε θαη ηνπ L+ε ηφηε ιέκε φηη ην 1 είλαη ην φξην ηεο f(x) 

φζν ην ρ πιεζηάδεη ην α ρσξίο θπζηθά λα ζπκπίπηεη κε απηφ. 

Απφ ην πεδίν αληνρήο ή αιιηψο πεδίν κεηαβνιήο απνθιείνπκε ηε ηηκή ηνπ α, 

επεηδή αθξηβψο δελ ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο αθξηβψο ζην 

ζεκείν α. Πνιιέο θνξέο κάιηζηα ε ζπλάξηεζε f κπνξεί λα κελ νξίδεηαη γηα ηε 

ηηκή ρ=α φπσο πρ ζηηο πεξηπηψζεηο ανξηζηίαο ηεο κνξθήο 0/0.  Όηαλ 

εθαξκφδνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ νξίνπ, πξψηα επηιέγνπκε ε>0, κεηά βξίζθνπκε 

έλα δ πνπ λα αληηζηνηρεί ζην ε, ηέηνην ψζηε αλ ην ρ βξίζθεηαη εληφο ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηνπ δ, ε f(x)  λα βξίζθεηαη εληφο ηνπ πεδίνπ αλεθηηθφηεηαο, ην ε γχξσ 

απφ ην L. Αλ αηφ κπνξεί λα γίλεη γηα θάζε ε>0 ηφηε ην L ζα είλαη πξάγκαηη φξην 

ηεο ζπλάξηεζεο φζν ην ρ πξνζεγγίδεη ην α. 
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1.1.2. ΗΓΗΟΣΖΣΔ΢ ΟΡΗΩΝ 

 

Σα φξηα έρνπλ πνιχ ρξήζηκεο ηδηφηεηεο πνπ καο επηηξέπνπλ λα κεηαηξέπνπκε  

ζχλζεηεο ζπλαξηεζηαθέο ζρέζεηο ζε άιιεο πην απιέο. 

Αο ππνζέζνπκε φηη γηα δχν ζπλαξηήζεηο f(x)  θαη g(x) έρνπκε : 

 

 

Σφηε ηζρχνπλ νη παξαθάησ ηδηφηεηεο :  

1.  

2.  

3.  

4.  

 

 

1.2 ΠΛΔΤΡΗΚΑ ΟΡΗΑ  

 

΢ηνλ νξηζκφ ηνπ νξίνπ δελ ζέζακε θαλέλα πεξηνξηζκφ γηα ην πψο ην ρ ζα 

πιεζηάζεη ην α. ΢πρλά είλαη επθνιφηεξν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα πην 

πεξηνξηζηηθή πξνζέγγηζε γηα ην ζθνπφ απηφ αο ππνζέζνπκε κηα 

ζπλάξηεζε 

 

Y= f(x) = +1 αλ x>0 

                 -1 αλ x<0 
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΢ην παξαπάλσ ζρήκα παξαηεξνχκε φηη γηα ρ=0 ε ζπλάξηεζε y=f(x) δελ 

νξίδεηαη. Δπίζεο, φζν ε ρ πξνζεγγίδεη ην 0 απφ ηα δεμηά ηφζν ε ζπλάξηεζε 

f(x) πξνζεγγίδεη ην +2. Απηή ε ζρέζε δηαηππψλεηαη σο εμήο :  

 

Αλ ηψξα ε ρ πξνζεγγίδεη ην 0 απφ ηα αξηζηεξά, ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x)  

πξνζεγγίδεη ην άιιν φξην ην -1 δειαδή 

 

Σα φξηα απηνχ ηνπ είδνπο θαινχληαη πιεπξηθά (one sided limits) . Σα +L 

θαη -L θαινχληαη δεμηφ θαη αξηζηεξφ φξην ηεο f(x) γηα ρ  ή γεληθφηεξα 

γηα ρ  Ο νξηζκφο ηνπ νξίνπ πνπ είλαη βαζηζκέλνο ζηα ε θαη δ 

παξακέλεη κε ηε δηαθνξά φηη νη ηηκέο πνπ παίξλεη ην ρ πεξηνξίδνπλ ην ρ>α 

ή ρ<α. Σέινο ην φξην ηεο ζπλάξηεζεο  
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Γελ ππάξρεη. Με άιια ιφγηα, φηαλ ην ρ πξνζεγγίδεη ην κεδέλ ρσξίο 

πεξηνξηζκφ ην φξην ηεο f(x) δελ νξίδνληαη. ΢’ απηή ηελ πεξίπησζε ηα δχν 

πιεπξηθά φξηα ππάξρνπλ, σζηφζν δελ είλαη ίζα κεηαμχ ηνπο. 

 

 

Παξάδεηγκα : 

 

Να βξεζεί ην φξην :  

 

Λχζε : 

 

Όζν ην ρ πιεζηάδεη ην -2 απφ ηα δεμηά, ν παξνλνκαζηήο ηνπ θιάζκαηνο 

πιεζηάδεη ην 0 αιιά είλαη  πάληα ζεηηθφο. ΢πλεπψο ην θιάζκα  ζα 

κεηαβιεζεί ζε έλαλ άπεηξα κεγάιν αξηζκφ. Δπνκέλσο έρνπκε : 

 

 

 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη  : 

 

In []:=Limit [3/(x+2), x -2, Direction -1] 

 

Out [] =
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Παξάδεηγκα : 

Να βξεζεί ην φξην :  

 

 

 

 

 

Λχζε : 

 

Όζν ην ρ  , ηφηε 1/x απμάλεη ρσξίο φξηα. Δπνκέλσο αλ ην  ηείλεη 

ζην άπεηξν φζν x , ην  ζα ηείλεη ζην κεδέλ θαη επνκέλσο φιε ε 

παξάζηαζε ζα ηείλεη ζην 2. Γηα ηελ απφδεημε ρξεηάδεηαη λα δείμνπκε φηη 

γηα θάπνην ε>0 κπνξνχκε λα βξνχκε έλα δ ηέηνην ψζηε : 

 

 

 

΢πλεπψο |  

 

Γηα ρ>0, ηφηε  , αλ ε  θαη γηα νπνηνδήπνηε δ>0 

 

Αλ 0  ηφηε  φηαλ  θαη >  

 

Παίξλνληαο  θπζηθνχο ινγάξηζκνπο θαη απφ ηηο δχν πιεπξέο ηεο 

αληζφηεηαο θαηαιήγνπκε: 
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΢ην mathematica ε ιχζε είλαη :  

 

In []:=  

 

Out [] =  

In []:=Limit [F[x], x 0, Direction -1] 

Out [] = 2 

 

1.3 Όξηα πνπ ηείλνπλ ζην άπεηξν 

 

Ζ ιέμε άπεηξν δελ έρεη ηε ζεκαζία ηνπ αξηζκνχ αιιά κηαο δηαδηθαζίαο 

ρσξίο πέξαο. ΢ε καζεκαηηθή γιψζζα ιέκε φηη κηα ζπλάξηεζε f(x) ηείλεη 

ζην άπεηξν 

 

Αλ γηα θάζε ζεηηθφ αξηζκφ Μ κπνξνχκε λα βξνχκε έλαλ άιιν ζεηηθφ 

αξηζκφ δ πνπ λα εμαξηάηαη απφ ηνλ Μ, ηέηνηνλ ψζηε f(x) > M θάζε θνξά 

πνπ 0 < |ρ-α|<δ. 

Οκνίσο ιέκε φηη   αλ γηα θάζε ζεηηθφ αξηζκφ Μ 

κπνξνχκε έλα άιιν αξηζκφ δ πνπ  λα εμαξηάηαη απφ ην Μ, ηέηνηνλ ψζηε 

f(x)<-M θάζε θνξά πνπ 0<|ρ-α|<δ. Ζ δηαηχπσζε επαλαιακβάλεηαη ζηε 

πεξίπησζε πνπ έρνπκε  πιεπξηθά φξηα. 

Πνιιέο θνξέο αληηκεησπίδνπκε εξσηήκαηα φπσο π.ρ. πξνο ηα πνχ ηείλεη ε 

ζπλάξηεζε, φηαλ ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή απμάλεηαη ή κεηψλεηαη 

ζπλερψο. ΢ηε πεξίπησζε απηή  αλ γηα θάζε ζεηηθφ αξηζκφ 

ε κπνξνχκε λα βξνχκε έλα ζεηηθφ αξηζκφ Ν ( εμαξηεκέλν απφ ηνλ ε), 

ηέηνηνλ ψζηε |f(x)-k| < ε θάζε θνξά πνπ ρ>Ν. Ζ ίδηα δηαηχπσζε ηζρχεη θαη 

ζηελ πεξίπησζε πνπ  
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Παξάδεηγκα : 

Να απνδεηρηεί φηη : 

 

 

 

Λχζε : 

 

 Σν φξην απηφ ηζρχεη αλ γηα θάζε ζεηηθφ αξηζκφ Μ κπνξνχκε λα βξνχκε 

έλα άιιν ζεηηθφ αξηζκφ δ ηέηνηνλ ψζηε  

 

Παξαηεξνχκε φηη 0< (ρ-1  φηαλ 

 

 

Γηαιέγνληαο δ=  θαηαιήγνπκε ζην απνηέιεζκα πνπ ζέιακε λα 

απνδείμνπκε. 

 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

 

In []:=  

 

Out [] =

 

Σν φξην κηαο ζπλάξηεζεο ηεο νπνίαο ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηείλεη ζην 

άπεηξν, έρεη πνιιέο ρξήζηκεο εθαξκνγέο ζηα νηθνλνκηθά, φπνπ ζπρλά 

αληηκεησπίδνπκε δεηήκαηα καθξνρξφλησλ ηάζεσλ φπσο γηα παξάδεηγκα ην 

λφκν ηεο πησηηθήο ηάζεο ηνπ πνζνζηνχ θέξδνπο ησλ θιαζζηθψλ 

νηθνλνκνιφγσλ ηνπ Μαξx αιιά θαη αξθεηψλ λενθιαζηθψλ 
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νηθνλνκνιφγσλ, ηελ αχμεζε ηνπ πιεζπζκνχ, ηε καθξνρξφληα ηάζε ηνπ 

δεκνζίνπ ρξένπο, ηε κειινληηθή αμία ελφο πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ, θ.α. 

 

 

1.4 Όξηα Ρεηώλ ΢πλαξηήζεωλ 

 

Γηα λα πάξνπκε ηα φξηα ξεηψλ ζπλαξηήζεσλ γηα x  δηαηξνχκε 

αξηζκεηή θαη παξαλνκαζηή κε ηνλ φξν πνπ είλαη πςσκέλνο ζηε 

κεγαιχηεξε δχλακε θαη παίξλνπκε ην φξην ηεο θαηλνχξηαο ξεηήο 

ζπλάξηεζεο. Μ’ απηφλ ηνλ ηξφπν κεηαηξέπνπκε ην αξρηθφ πξφβιεκα ζε 

έλα άιιν φπνπ νη πεξηζζφηεξνη φξνη είλαη ηεο κνξθήο α/  πνπ θαζέλαο 

απφ απηνχο έρεη φξην ην κεδέλ. 

 

Παξάδεηγκα : 

Να βξεζεί ην φξην ηεο 

 

 

Λχζε : 

Γηαηξψληαο αξηζκεηή θαη παξαλνκαζηή κε  θαηαιήγνπκε  

 

=  

            ΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In []:=  

 

Out [] =3/5 
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2. ΠΑΡΑΓΩΓΟΗ 

 

2.1. Μηαο κεηαβιεηήο 

Ζ παξαγψγηζε είλαη κε απιά ιφγηα ν ξπζκφο κεηαβνιήο κηαο ζπλάξηεζεο 

Ζ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε έλα ξπζκηζκέλν ζεκείν ξ0 (x0, y0) ηνπ γξαθήκαηνο 

κηαο ζπλάξηεζεο f ππνινγίδεηαη απφ ην φξην ηεο ζπλάξηεζεο . Αλ απηφ ην φξην 

ππάξρεη, ηφηε νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο  f ζην ρ0 θαη ζπκβνιίδεηαη 

ζπλήζσο κε f’(x0). H παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο κπνξεί επίζεο λα παξαζηαζεί 

κε ηηο αθφινπζεο εθθξάζεηο: ,y, , , Dx  άξα  

F’(x0) = = . Αλ ε ζπλάξηεζε y=f(x) είλαη αζπλερήο ζην 

ρ0 ηφηε είηε δελ ππάξρεη  ην , είηε   

Απφ ηνλ αξηζκφ ηεο παξαγψγνπ πξνθχπηεη φηη γηα λα είλαη κηα ζπλάξηεζε 

παξαγσγίζηκε ζην ρ0 πξέπεη λα είλαη ζπλερήο ζην ρ0. Σν αληίζηξνθν φξην δελ 

ηζρχεη πάληνηε. 

Π.ρ. f(x) =|x| = i) x, x                         

                          ii) –x, x                                  είλαη ζπλερήο ζην x0=0 

Χζηφζν =  = -1, 

Δλψ  =  = 1 

Καη θαηά ζπλέπεηα ε f(x)=  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 
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2.1.2. ΒΑ΢ΗΚΟΗ ΣΤΠΟΗ ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢Ζ΢ 

1) ( r ) ‘ = 0 θαη  ( ) ‘ = r  γηα θάζε r  R 

2) Αλ y=f(x) θαη y=g(x) είλαη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο κε θνηλφ πεδίν νξηζκνχ 

ηφηε :  

α) [ f(x)  g(x) ] ‘ = f’(x)g’(x)  

β) [f(x)  f’(x) g(x) +f(x) g’(x) θαη θαηά ζπλέπεηα [rf(x)]’ = rf’(x), γηα 

θάζε r  R 

Γ) [ ]’ =  , εθφζνλ g(x) 0 

3) Αλ , α >0 κε α 1 , ( )’ =   θαη θαηά ζπλέπεηα ( )’ =  

4) ( )’ =  θαη θαηά ζπλέπεηα ( )’ = [ ]’ , α>0, α  

5) (εκρ)’ = ζπλρ , (ζπλρ)’ = -εκρ άξα : (εθρ)= [ ]’ =  = 1+  θαη  

(ζθρ)’= [ ]’ = -  = (1+ ) 

6)Καλφλαο  Παξαγψγηζεο  ζχλζεηεο ζπλάξηεζεο. 

[(f0g)(x)]’ = [f(g(x))]’ = fg’ (g(x)) · g’(x) 

 

Παξάδεηγκα  

 

Να βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο y=( -2)(3x+5) 

Λχζε :  

Θέηνπκε f(x)=( =f(x) +g(x) =(

(3x+5) ( +10x-6 
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Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:=y [x_] =(x
2
-2)*(3 x+5) 

Out [] = (5+3 x) (-2+x
2
) 

 

In[]:= y'[x] 

Out [] =2 x (5+3 x) +3 (-2+x
2
) 

 

In[]:= Expand [%] 

Out [] =-6+10 x+9 x
2
 

         

2.1.3 ΠΑΡΑΓΩΓΟΗ ΑΝΩΣΔΡΖ΢ ΣΑΞΖ΢ 

 

Όπσο παξαγσγίδνπκε κηα ζπλάξηεζε έηζη  αθξηβψο κπνξνχκε  λα παξαγσγίζνπκε 

κηα παξάγσγν . Ζ ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη ιέγεηαη δεχηεξε παξάγσγνο. Αλ ε 

πξψηε παξάγσγνο κεηξά ηελ θιίζε θαη ηνλ ξπζκφ κεηαβνιήο ηεο πξψηεο 

παξαγψγνπ. Γεληθά νη παξάγσγνη αλψηεξεο ηάμεο κεηξνχλ ηνλ ξπζκφ κεηαβνιήο 

παξαγψγνπ ηεο ακέζσο πξνεγνχκελεο ηάμεο. Οη θαλφλεο παξαγψγηζεο πνπ 

ηζρχνπλ γηα ηηο παξαγψγνπο ρακειφηεξεο ηάμεο ηζρχνπλ θαη γηα ηηο παξαγψγνπο 

πςειφηεξεο ηάμεο. Οη παξαγψγνη δεχηεξεο ηάμεο ζπκβνιίδνληαη σο εμήο :  , y’’ 

,f’’(x), (x) , (y) 

Π.ρ. : y=3 +12 +5 +2x+1 

Nα βξεζνχλ φιεο νη δπλαηνί παξάγσγνη. 

Σφηε,      y’=12 +36  

               Y’’= 36             

               Y’’’ = 72x+72 

                 

                



25 
 

 

2.1.4 ΠΟ΢Ο΢ΣΗΑΗΑ ΜΔΣΑΒΟΛΖ 

΢ηελ νηθνλνκηθή ζεσξία , πνιιέο θνξέο ελδηαθεξφκαζηε γηα πνζνζηηαίεο θαη φρη 

γηα απφιπηεο κεηαβνιέο . Γηα παξάδεηγκα  αλ πνχκε φηη ν πιεζπζκφο κηαο πφιεο 

100.000 θάηνηθνη απμήζεθε θαηά 100 θαηνίθνπο , ε κεηαβνιή είλαη αζήκαληε, ελψ 

ε ίδηα κεηαβνιή έρεη ηδηαίηεξα κεγάιε ζεκαζία γηα έλα ρσξηφ 1000 θαηνίθσλ. Ζ 

πνζνζηηαία κεηαβνιή κηαο πνζφηεηαο ππνινγίδεηαη απ’ηνλ ηχπν : 

% Μεηαβνιή =( )  

Δλψ ζε φξνπο παξαγψγνπ ν ηχπνο είλαη :  

% Μεηαβνιή (=  ) 100 

Ο φξνο  ιέγεηαη πνζνζηηαίνο ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο y σο πξνο ηελ ρ0. Αλ αληί 

ηεο κεηαβνιήο ρ έρνπκε ηελ t=ρξφλνο, ηφηε γξάθνπκε  πνπ αλαθέξεηαη ζην 

ζηηγκηαίν ξπζκφ κεγέζπλζεο.  

Παξάδεηγκα 

Σν αθαζάξηζην εζληθφ πξντφλ ηεο Διιεληθήο βηνκεραλίαο γηα ηελ πεξίνδν 1955-

1989 αλαπηπζζφηαλ ζχκθσλα κε ηελ παξαθάησ ζρέζε ζε εθαηνκκχξηα δξαρκέο. 

Τ(t) = 16907+2024+3721 – 7,4   

i) Πνηνο ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο ην ρξφλν γηα ην έηνο 1989 

ii) Πνηα ε πνζνζηηαία κεηαβνιήο ηνπ y σο πξνο ην ρξφλν γηα ην ίδην έηνο 

Λχζε :  

i) Τ’(t)= 2.024 +744t – 22.2  

To έηνο 1959 αληηζηνηρεί ζηε ρξνληθή πεξίνδν t=34 άξα Τ’(t)=1656,8 

ii) Ζ κεηαβνιή πνπ βξίζθεηαη απφ ηελ ζρέζε 

% Μεηαβνιή = ( )·100 = ( ·100=0,73% 
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Δλψ ζην mathematica είλαη : 

In[]:=y [t_] =16907+2024t+372t2-7.4t3 

Out [] =16907+2024t+372t2-7.4t3 

 

In[]:= y'[t] 

Out [] =2024+744t-22.2t2 

 

In[]:= y'[34] 

Out [] = 1656.8 

 

In[]:=  

Out [] = 0.736665 

 

 

2.2. ΠΟΛΛΩΝ ΜΔΣΑΒΛΖΣΩΝ 

2.2.1 Μεξηθή παξαγώγηζε 

Όηαλ κηα ζπλάξηεζε έρεη πεξηζζφηεξεο  απφ κηα κεηαβιεηέο, ηφηε ππάξρνπλ 

δπν εηδψλ παξαγσγίζεηο πνπ κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε, ηελ νιηθή θαη ηελ 

κεξηθή παξαγψγηζε. Ζ νιηθή παξαγψγηζε επηηξέπεη ηελ ηαπηφρξνλε κεηαβνιή 

φισλ ησλ κεηαβιεηψλ, ελψ ε κεξηθή παξαγψγηζε επηηξέπεη ηε κεηαβνιή κηαο 

κφλν κεηαβιεηήο θξαηψληαο ηηο ππφινηπεο κεηαβιεηέο ζηαζεξέο. 

Δηδηθφηεξα, πνιιέο θνξέο ζε δηάθνξα νηθνλνκηθά εκθαλίδνληαη ζπλαξηήζεηο 

κε πεξηζζφηεξεο απφ κηα αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. Γηα ηε κειέηε πξνβιεκάησλ 

κεγηζηνπνίεζεο ή ειαρηζηνπνίεζεο ζπλαξηήζεσλ δχν ή πεξηζζνηέξσλ 

κεηαβιεηψλ είλαη ρξήζηκε ε έλλνηα ησλ κεξηθψλ παξαγψγσλ ηεο ζπλάξηεζεο 

σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο απηέο. 

Έζησ φηη έρνπκε κηα ζπλάξηεζε δχν αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ Ε=f(x,y) 
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Όηαλ ην ρ κεηαβάιιεηαη θαη ην y παξακέλεη ζηαζεξφ , ε κεξηθή παξάγσγνο ηεο 

f σο πξνο ην ρ πνπ ζα ζπκβνιίδεηαη fx , νξίδεηαη απφ ηελ ζρέζε  :  

F’x=  φηαλ ην φξην απηφ ππάξρεη θαη είλαη 

πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

Γηα ηελ fx ρξεζηκνπνηείηαη επίζεο ν ζπκβνιηζκφο .  

Απφ ηνλ παξαπάλσ αξηζκφ γίλεηαη θαλεξφ φηη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο fx 

εθαξκφδνπκε ηνπο γλσζηνχο θαλφλεο παξαγψγηζεο ζεσξψληαο ηε κεηαβιεηή y 

σο ζηαζεξά. 

Γη α παξάδεηγκα : f(x,y) = 3x  είλαη fx=3  θαη fy= 6xy 

 

2.2.2 Καλόλεο Μεξηθήο Παξαγώγηζεο 

Α) Καλφλεο Γηλνκέλνπ  

Έζησ φηη έρνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο g=g(x,y) θαη h=h(x,y) θαη ην γηλφκελν ηνπο 

γξάθεηαη Ε=g·h Σφηε έρνπκε :  

 

Β) Καλφλαο πειίθνπ 

Έζησ ε ζπλάξηεζε π= g(x,y)/h(x,y) θαη h(x,y)  ηφηε :  

 

. 

Έζησ ε ζπλάξηεζε z= , λα βξεζνχλ νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο z  σο πξνο ηηο  x 

θαη y. 
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Λχζε : 

Γξάθνπκε ηε ζπλάξηεζε σο z=  θαη έρνπκε : 

  ( lny) =  

( ) = ) =   

 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη :  

In[]:=g [x_, y_] =  

Out [] =  

 

In[]:=  

Out [] =  

 

In[]:=  

 

Out [] =   

 

 

 

2.2.3 ΜΔΡΗΚΔ΢ ΠΑΡΑΓΩΓΟΗ ΑΝΩΣΔΡΖ΢ ΣΑΞΖ΢ 

Οη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο 2= f(x,y) είλαη επίζεο ζπλαξηήζεηο ησλ x θαη y. 

Δπνκέλσο κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηέζζεξηο κεξηθέο παξαγψγνπο σο πξνο ην x 

πνπ ιέγεηαη θαη άκεζε κεξηθή παξάγσγνο. 

 

y
x

y
x

x g x, y

y g x, y

x y
1 x
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Καη ηε δεχηεξε άκεζε κεξηθή παξάγσγνο σο πξνο ην y : 

 

Ζ νπνία ππνδειψλεη φηη πξψηα παξαγσγίδνπκε σο πξνο x θαη ην απνηέιεζκα πνπ 

βξίζθνπκε ην παξαγσγίδνπκε σο πξνο y. H ζεηξά παξαγψγηζεο κπνξεί λα είλαη 

δηαθνξεηηθή φπσο βιέπνπκε ζηελ επφκελε κηθηή παξάγσγν: 

                                                            (  

Δδψ πξψηα παξαγσγίδνπκε σο πξνο y  θαη θαηφπηλ σο πξνο x.  ΢χκθσλα κε ην 

ζεψξεκα Young πνπ ηζρχεη κφλν γηα ζπλερείο ζπλαξηήζεηο, ε ζεηξά κε ηελ νπνία 

θαλείο παξαγσγίδεη είλαη ρσξίο ζεκαζία γηα ην απνηέιεζκα άξα fxy=fyx  θ.ν.θ. 

 

2.2.4 ΟΛΗΚΖ ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢ 

Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο πνπ νη κεηαβιεηέο x θαη y δελ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ 

ηνπο θαη είλαη εμαξηεκέλεο απφ κηα ηξίηε κεηαβιεηή. 

Π.ρ.  x=g(t) θαη  y=h(t). Σέηνηεο ζπλαξηήζεηο ζπλαληψληαη πνιχ ζπρλά ζηα 

νηθνλνκηθά π.ρ. ε z=f(x,y) παξηζηάλεη κηα ζπλάξηεζε παξαγσγήο  φπνπ νη 

ζπληειεζηέο παξαγσγήο  εξγαζία θαη θεθάιαην κεηαβάιινληαη ζηε δηάξθεηα ηνπ 

ρξφλνπ . Έηζη γηα λα βξνχκε ηε κεηαβνιή ζην παξαγφκελν πξντφλ δηαρξνληθά, 

δειαδή  ηφηε ζα πξέπεη λα εθηηκήζνπκε :  

i) Σε κεηαβνιή ζηε z πνπ νθείιεηαη ζε κηα κηθξή κεηαβνιή ηνπ t ε νπνία 

κεηαβηβάδεηαη ζηε z κέζσ ηεο x , δειαδή  ,  

ii) Tε κεηαβνιή ηεο z πνπ νθείιεηαη ζε κηα κηθξή κεηαβνιή ηνπ t ε νπνία 

κεηαβηβάδεηαη ζηε z κέζσ ηεο y δειαδή  

Δπνκέλσο ζπλνιηθά ζα έρνπκε :  

H    ιέγεηαη νιηθή παξάγσγνο ηεο z σο πξνο ηελ t. 
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Π.ρ. : Έζησ ε ζπλάξηεζε q=f(k,1)=100k1-k2- .Mε k=g(t) = 0,5  θαη 

1=1(t)=2t+1 

Να βξεζεί  ε  

Λχζε :  

Βξίζθνπκε πξψηα ην νιηθφ δηαθνξηθφ ηεο q πνπ είλαη : dy=fkdk+f1d1=(1001-

3 ΢ηε ζπλέρεηα δηαηξνχκε κε dt θαη έρνπκε :  

+ (100k-  

Αιιά  

 

Μεηά απφ αληηθαηάζηαζε παίξλνπκε : 

 

 

 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:=q=f [K_, L_] =100K*L-K3*L-3L2 

Out [] =100K*L-K3L-3L2 

 

In[]:=K=g[t_]=0.5t2 

Out [] =0.5 t2 

 

In[]:= L=h [t_] =2t+1 

Out [] = 1+2 t 
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In[]:= D [q, t] 

Out [] =100.t2-0.25t6-12(1+2t) +100.t (1+2t)-0.75t5 (1+2t) 

 

In[]:= Expand [%] 

Out [] =-12+76.t+300.t2-0.75t5-1.75t6 

                 

2.3 Δύξεζε Αθξόηαηωλ 

2.3.1 Μηαο Μεηαβιεηήο 

Ζ εχξεζε ησλ αθξφηαησλ (κέγηζην, ειάρηζην) κηαο ζπλάξηεζεο γίλεηαη 

εμεηάδνληαο ηελ θιίζε ηεο. Αλ  ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε έλα ζεκείν είλαη 

ζεηηθή, ε ζπλάξηεζε αθνινπζεί αλνδηθή πνξεία. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε ζρέζε ηεο 

αλεμάξηεηεο θαη εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο είλαη ζεηηθή δειαδή φζν ε  

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή απμάλεηαη  ηφζν απμάλεηαη θαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 

Αλ ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε έλα ζεκείν είλαη αξλεηηθή ε ζπλάξηεζε 

αθνινπζεί θαζνδηθή πνξεία. Γειαδή ε ζρέζε ηεο αλεμάξηεηεο θαη ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο είλαη αξλεηηθή, άξα φζν ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή 

απμάλεηαη, ηφζν ε εμαξηεκέλε κεηψλεηαη θαη αληίζηξνθα. Δθ’ φζνλ ε ζπλάξηεζε 

είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν πνπ ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο δελ 

είλαη νχηε ζεηηθή, αιιά νχηε θαη αξλεηηθή, δειαδή ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο 

κεδελίδεηαη. Έηζη ινηπφλ βξηζθφκαζηε ζ’ έλα αθξφηαην. Δίλαη θπζηθφ, φηη αλ γηα 

λα θζάζνπκε ζ’ απηφ ην αθξφηαην αθνινπζνχκε αλνδηθή πνξεία (δειαδή, ε πξψηε 

παξάγσγνο είλαη ζεηηθή) θαη αλ αθήλνληαο ην ζεκείν αθνινπζνχκε θαζνδηθή 

πνξεία (δειαδή αλ έρνπκε αξλεηηθή ηελ πξψηε παξάγσγν), ηφηε ην αθξφηαην είλαη 

κέγηζην. Αλ ηζρχεη ην αληίζεην έρνπκε ειάρηζην. 

Ζ δηαδηθαζία εληνπηζκνχ θαη ραξαθηεξηζκνχ ησλ αθξφηαησλ κηαο ζπλάξηεζεο 

y=f(x)  είλαη ε εμήο : 

Α) Μεδελίδνπκε ηελ πξψηε παξάγσγν. 

Β) Αληηθαζηζηνχκε ηηο ξίδεο ηεο πξψηεο παξαγψγνπ ζηε δεχηεξε παξάγσγν. 

-αλ f’’(x) > 0 , ε ζπλάξηεζε f(x) έρεη ηνπηθφ ειάρηζην γηα ρ= c  
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-αλ f’’( c ) <0, ε ζπλάξηεζε f(x) έρεη ηνπηθφ κέγηζην γηα x=c 

-αλ f’’( c ) = 0 ηφηε παίξλνπκε παξαγψγνπο ηεο ακέζσο επφκελεο ηάμεο θαη αλ 

έρνπκε παξάγσγν άξηηαο ηάμεο, ζεηηθήο ή αξλεηηθήο, έρνπκε ειάρηζην ή κέγηζην 

αληίζηνηρα. Πξνυπφζεζε βέβαηα είλαη φηη νη πξνεγνχκελεο παξάγσγνη πεξηηηήο 

ηάμεο ππάξρνπλ θαη είλαη ίζεο κε κεδέλ . Αλ νη παξάγσγνη άξηηαο ηάμεο είλαη 

κεδεληθέο θαη ε ακέζσο επφκελε παξάγσγνο (πεξηηηήο ηάμεο) ππάξρεη θαη είλαη 

δηάθνξε ηνπ κεδελφο, ηφηε έρνπκε ζεκείν θακπήο 

 

Παράδειγμα : 

Να βξεζνχλ ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο :   

Λχζε : 

Ζ πξψηε παξάγσγνο είλαη :  

Γηα f’(x) = 0 ιακβάλνπκε ηηο ξίδεο ρ=  θαη ρ=-2. Αληηθαζηζηνχκε ηηο ηηκέο ηνπ ρ 

ζηε δεχηεξε παξάγσγν. F’’(x) =6x+4 F’’ (  F’’ (-2) =6(-2) 

+4 = -8<0 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε f(x) έρεη κέγηζην γηα ηελ ηηκή ρ=-2 θαη ειάρηζην γηα x=  

Αληηθαζηζηνχκε ηηο ηηκέο πνπ κεδελίδνπλ ηελ πξψηε παξάγσγν ζηελ αξρηθή 

ζπλάξηεζε θαη ιακβάλνπκε : 

 

 

                                 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:=f [x_] =x
3
+2 x

2
-4 x+5 

Out [] =5-4 x+2 x
2
+x

3
 

In[]:= f'[x] 
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Out [] =-4+4 x+3 x
2
 

In[]:= Solve [f'[x] ==0] 

Out [] = {{x -2}, {x 2/3}} 

In[]:= f''[x] 

Out [] = 4+6 x 

In[]:= f''[-2] <0 

Out [] = True 

In[]:= f’’ [2/3]>0 

Out [] = True 

           ΑΡΑ 

In[]:= fmin=f [-2] 

Out [] = 13 

In[]:= fmax=f [2/3] 

Out [] =95/27 

In[]:= N [%] 

Out [] = 3.51852 

               

    

Κακππιόηεηα ζπλαξηήζεωλ 

Μηα ζπλάξηεζε ζεσξείηαη φηη ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ φηαλ ε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο (ε πξψηε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο) απμάλεη φζν θηλνχκαζηε απφ 

ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά. Μηα ζπλάξηεζε ζεσξείηαη φηη ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα 

θάησ φηαλ ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο κηθξαίλεη φζν πξνρσξνχκε απφ ηα αξηζηεξά 

ζηα δεμηά. 
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Ζ θακππιφηεηα κηαο ζπλάξηεζεο ζρεηίδεηαη κε ην πξφζεκν ηεο δεχηεξεο 

παξαγψγνπ ζ’ έλα νξηζκέλν δηάζηεκα. Όηαλ ε δεχηεξε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο είλαη ζεηηθή, ε πξψηε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη θζίλνπζα ζην 

ίδην δηάζηεκα. Γειαδή πξνρσξψληαο απφ ηα αξηζηεξά ζηα δεμηά ε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) απμάλεη. Αλ ε δεχηεξε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο είλαη αξλεηηθή ε πξψηε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη αχμνπζα 

ζην ίδην δηάζηεκα. Γειαδή πξνρσξψληαο  απφ ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά , ε θιίζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) κεηψλεηαη. Ζ θακπχιε βξίζθεηαη θάησ απφ 

ηηο εθαπηνκέλεο πνπ ζρεκαηίδνληαη κεηά ην ζεκείν c θαη ζηξέθεη ηα θνίια ηεο 

πξνο ηα θάησ. Γειαδή ην ζεκείν c είλαη ην ζεκείν θακπήο θαη ε εθαπηνκέλε ηνπ 

ρσξίδεη ην γξάκκα ζε δχν πεξηνρέο. Μηα πεξηνρή φπνπ ε f(x) ζηξέθεη ηα θνίια 

πξνο ηα πάλσ θαη κία άιιε πνπ ε f(x) ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ. Έηζη σο 

ζεκεία θακπήο νξίδεηαη ην ζεκείν φπνπ ε ζπλάξηεζε αιιάδεη ζπκπεξηθνξά θαη 

ππνινγίδεηαη αλ ζέζνπκε ηε δεχηεξε παξάγσγν ίζε κε κεδέλ. 

Άξα : 

 α. Αλ f’’(x)>0 ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [α,b] ε f(x) ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ 

β. Αλ f’’(x)<0 ζην θιεηζηφ δηάζηεκα [α,b] ε f(x) ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ. 
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Δχξεζε ζεκείσλ θακπήο αλ f’’(x) = 0  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε δεχηεξε παξάγσγνο είλαη κεδέλ ε αθφκε απξνζδηφξηζηε γηα 

λα βξνχκε ηα ζεκεία θακπήο παίξλνπκε ηελ ηξίηε παξάγσγν. 

-Αλ f’’(x) >0, ηφηε ζην ζεκείν ρ0 ηα θνίια ηεο f(x) αιιάδνπλ απφ θάησ πξνο ηα 

πάλσ. 

-Αλ f’’(x) <0, ηφηε ζην ζεκείν ρ0 ηα θνίια ηεο f(x) αιιάδνπλ απφ πάλσ πξνο ηα 

θάησ. 

Παράδειγμα : 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x)=  Να βξεζνχλ : 

α. ηα αθξφηαηα ζεκεία 

β. ηα ζεκεία θακπήο 

Λχζε : 

α. f’(x) =3  

Θέηνληαο ηελ πξψηε  παξάγσγν ίζε κε ην κεδέλ έρνπκε : f’(x)=0 ή 3  

Λχλνληαο σο πξνο ρ , παίξλνπκε ρ=  

΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηε δεχηεξε παξάγξαθν, f’’(x) = 6x ε νπνία γηα ρ= 1 δίλεη 

f’’(x)= 6>0 δειαδή έρνπκε ηνπηθφ ειάρηζην. Αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή ηνπ ρ ζηελ 

f(x) έρνπκε : y=  

Άξα ινηπφλ ην ζεκείν (1,-2) πξνζδηνξίδεη έλα ηνπηθφ ειάρηζην. 

΢ηε ζπλέρεηα αλ ζηε δεχηεξε παξάγξαθν ζέζνπκε ηελ ηηκή ρ=-1 παίξλνπκε : 

f’’(x)= 6x-6<0. 

΢πλεπψο γηα ηελ ηηκή ρ=-1 έρνπκε ηνπηθφ κέγηζην, αληηθαζηζηψληαο απηή ηε ηηκή 

ζηελ f(x) έρνπκε y=-1+3=2. Δπνκέλσο, ην ηνπηθφ κέγηζην έρεη ζπληεηαγκέλεο ην 

δεχγνο (-1,2). 

Β. Σα ζεκεία θακπήο ηα βξίζθνπκε αλ ζέζνπκε f’’(x)=0 δειαδή f’’(x)=6(0)=0 θαη 

ζπλεπψο ην ζεκείν κεδέλ είλαη έλα πηζαλφ ζεκείν θακπήο. Ζ Σξίηε παξάγσγνο 
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είλαη f’’(x)=6>0 άξα γηα ρ<0 ε θακπχιε ζηξέθεη ηα θνίια ηεο πξνο ηα θάησ θαη 

ρ>0 ζηξέθεη ηα θνίια ηεο πξνο ηα πάλσ. 

Ζ ιχζε ζην mathematica ζα είλαη :  

In[]:=f [x_] =x
3
-3 x 

Out [] =-3 x+x
3
 

 

In[]:= f'[x] 

Out [] =-3+3 x
2
 

 

In[]:= f''[x] 

Out [] = 6 x 

 

In[]:= Solve [f'[x] ==0] 

Out [] = {{x -1}, {x 1}} 

 

In[]:= f’’ [1]>0 

Out [] = True 

 

In[]:= f’’ [-1] <0 

Out [] = True 

 

            ΑΡΑ 

In[]:= fmin=f [1] 

Out [] = -2 

 

In[]:= fmax=f [-1] 

Out [] = 2 
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2.3.2. ΠΟΛΛΩΝ ΜΔΣΑΒΛΖΣΩΝ 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε κε δχν αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο z=f(x,y). Λέκε φηη κηα 

ζπλάξηεζε f έρεη ηνπηθφ αθξφηαην (κέγηζην ή ειάρηζην) ζην ζεκείν ξ0 αλ ζηε 

γεηηνληθή πεξηνρή ην ξ0 ηζρχεη :  

Γηα κέγηζην : f(ξ)  γηα θάζε ξ πνπ βξίζθεηαη ζηε γεηηνληθή πεξηνρή ηνπ ξ0.  

Ζ αλαγθαία ζπλζήθε γηα αθξφηαην φπσο γλσξίδνπκε απφ ηηο κνλνκεηαβιεηέο  

ζπλαξηήζεηο, απαηηεί ην κεδεληζκφ ηεο πξψηεο παξαγψγνπ, δειαδή f’(x)=0 , ε 

νπνία φκσο δελ επαξθεί γηα ην ραξαθηεξηζκφ ησλ αθξφηαησλ κηαο 

πνιπκεηαβιεηήο ζπλάξηεζεο. 

Έζησ ε ζπλάξηεζε Ε=f(x,y) = -xy ηθαλνπνηεί ηελ αλαγθαία ζπλζήθε ζην ζεκείν 

(0,0), αιιά κηα κηθξή κεηαθίλεζε απφ απηφ νδεγεί ζε δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα, 

έηζη έρνπκε:   

F(x, y) >0 γηα x>0 θαη y<0 

F(x, y) <0 γηα x>0 θαη y>0 

Έλα ηέηνην ζεκείν νλνκάδεηαη ζαγκαηηθφ . Γεληθά ην ζεκείν  (ρ0,y0) είλαη 

ζαγκαηηθφ ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο f αλ fx(x0,y0)=fy(x0,y0)=0 αιιά f(x0,y0) δελ 

είλαη νχηε ηνπηθφ κέγηζην, νχηε ηνπηθφ ειάρηζην. ΢ηελ πεξίπησζε απηή εμεηάδνπκε 

ηα πξφζεκα ησλ fxx θαη fyy , αλ δηαθέξνπλ ηφηε έρνπκε ζαγκαηηθφ ζεκείν θαη αλ 

είλαη ηαπηφζεκα ηφηε είλαη πηζαλφλ λα έρνπκε ζεκείν θακπήο. ΢ηελ πεξίπησζε 

πνπ νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο f σο πξνο ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο κεδελίδνληαη 

δειαδή ηζρχεη fx=fy=0, ηφηε γηα ηηο ηηκέο πνπ κεδελίδνπλ ηηο πξψηεο παξαγψγνπο 

δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο.  

1) Ζ ζπλάξηεζε Ε=f(x,y) παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην αλ ηζρχεη :  

Fxx<0 κε fxx fyy – f (xy  >0  

2) H ζπλάξηεζε Ε=f(x,y) παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην αλ ηζρχεη : 

Fxx >0 κε fxx fyy – (fxy  
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3) Ζ ζπλάξηεζε Ε= f (x,y) παξνπζηάδεη ζαγκαηηθφ ζεκείν αλ ηζρχεη :  

Fxx>0 θαη fyy<0 ή fxx<0 θαη fyy >0 κε fxx fyy – (fxy  

4) Ζ ζπλάξηεζε Ε= f(x,y) παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο αλ :  

Fxx >0 θαη fyy >0 ή fxx <0 θαη fyy<0 κε fxx fyy – (fxy  

 

Παράδειγμα  

Να βξεζνχλ θαη λα ραξαθηεξηζηνχλ ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο Z=f(x,y) = 4 

- 2  

Λχζε  

Βξίζθνπκε φιεο ηηο παξαγψγνπο ηεο πξψηεο ηάμεο θαη ηηο ζέηνπκε ίζεο κε 

κεδέλ : 

Fx = -4x = 0, fy = -2y = 0 

Σν ζχζηεκα ησλ δχν εμηζψζεσλ ιχλεη γηα x=y=0 . ΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηηο 

παξαγψγνπο δεχηεξεο ηάμεο πνπ είλαη :  

Fxx= -4, fyy = -2, θαη fxy=FY =0 

Άξα fxx fyy – (fxy  

΢πλεπψο, ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη κέγηζην ζην (0,0) 

Ζ ιχζε ζην mathematica είλαη : 

      In[]:=z=f [x_, y_] =4-2 x
2
-y

2
 

      Out [] =4-2 x2-y2 

      In[]:= FX=D [f[x, y], x] 

      Out [] = -4 x 

      In[]:= FY=D [f[x, y], y] 

      Out [] = -2 y 

      In[]:= Solve [{fy 0, fx==0}, {x, y}] 

      Out [] = {{y 0, x 0}} 
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  In[]:= fxx=D [f[x, y], {x, 2}] 

  Out [] = -4 

  In[]:= fyy=D [f[x, y], {y, 2}] 

  Out [] = -2 

  In[]:= fxy=fyx=D [f[x, y], x, y] 

  Out [] = 0 

 

Παράδειγμα  

Να βξεζνχλ θαη λα ραξαθηεξηζηνχλ ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο  

Ε=f(x,y) = 250  - 3xy + 6x + 3  

Λχζε 

Βξίζθνπκε φιεο ηηο παξαγψγνπο πξψηεο ηάμεο θαη ηηο ζέηνπκε ίζεο κε κεδέλ. 

Fx= -3y +6 +6x = 0 

Fy = -3x + 4y = 0 

Απφ ηελ δεχηεξε εμίζσζε παίξλνπκε ρ=  , αληηθαζηζηνχκε ηελ ηηκή απηή 

ζηελ πξψηε εμίζσζε θαη παίξλνπκε : 

-(  

΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηηο παξαγψγνπο  δεχηεξεο ηάμεο πνπ είλαη fxx = 6, fyy = 4 

θαη fxy=fyx =-3 

Οπφηε : fxx fyy – ( fxy  

΢πλεπψο ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη  ειάρηζην ζην ζεκείν (-24/ 15. -18/15 ) 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:=z=f [x_, y_] =250-3 x*y+6 x+3 x
2
+2 y

2
 

Out [] =250+6x+3x2-3xy+2y2 

 

In[]:= fx=D [f[x, y], x] 
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Out [] = 6+6 x-3 y 

 

In[]:= fy=D [f[x, y], y] 

Out [] = -3 x+4 y 

 

In[]:= Solve [{fx==0, fy==0}, {x, y}] 

Out [] = {{x -8/5, y -6/5}} 

 

In[]:= fxx=D [f[x, y], {x, 2}] 

Out [] = 6 

 

In[]:= fyy=D [f[x, y], {y, 2}] 

Out [] = 4 

 

In[]:= fxy=fyx=D [f[x, y], x, y] 

Out [] = -3 

 

In[]:=fxx*fyy-fxy
2
 

Out [] = 15 

 

In[]:=fxx*fyy-fxy
2
>0 

Out [] = True 

ΑΡΑ 

In[]:= fmin=f [-8/5,-6/5] 

Out [] =1226/5 

 

2.4. Δθαξκνγέο παξαγώγωλ ζηα νηθνλνκηθά πξνβιήκαηα 

 

Οη εθαξκνγέο ησλ παξαγψγσλ ζηελ νηθνλνκηθή επηζηήκε εζηηάδνληαη θπξίσο 

ζηελ έλλνηα ηεο ειαζηηθφηεηαο κηαο ζπλάξηεζεο θαη ζην νξηαθφ έζνδν 

πξντφληνο ζηα κέγηζηα θαη  ειάρηζηα ζπλαξηήζεσλ, φπσο ησλ εζφδσλ, ηνπ 

θφζηνπο θαη ησλ θεξδψλ. 
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2.4.1. Διαζηηθόηεηα ζπλάξηεζεο 

Ζ ειαζηηθφηεηα κεηξά ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηελ εθαπηνκέλε κεηαβιεηή κηαο 

ζπλάξηεζεο πνπ πξνθαιείηαη απφ κηα πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο . ΢ηελ νηθνλνκηθή επηζηήκε ππάξρνπλ δηάθνξα είδε ειαζηηθφηεηαο 

φπσο ε ειαζηηθφηεηα δήηεζεο, πξνζθνξάο θαη εηζνδήκαηνο. 

2.4.1.1 Διαζηηθόηεηα Εήηεζεο 

΢χκθσλα κε ην λφκν ηεο δήηεζεο φηαλ ε ηηκή ελφο αγαζνχ ή κηαο ππεξεζίαο 

κεηαβιεζεί , ηφηε ε δεηνχκελε πνζφηεηα ηνπ αγαζνχ ή ηεο ππεξεζίαο 

κεηαβάιιεηαη πξνο ηελ αληίζεηε δηεχζπλζε κε ηελ πξνυπφζεζε  φηη φιεο νη άιιεο 

κεηαβιεηέο πνπ επεξεάδνπλ ηε δήηεζε παξακέλνπλ ζηαζεξέο.  Ζ έλλνηα ηεο 

ειαζηηθφηεηαο δήηεζεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εξκελεχζεη πσο αθξηβψο ε 

κεηαβνιή ζηελ ηηκή ελφο αγαζνχ επεξεάδεη ηα ζπλνιηθά έζνδα ησλ επηρεηξήζεσλ  

ή ηζνδχλακα ηηο δαπάλεο  ησλ λνηθνθπξηψλ γηα ην αγαζφ ηνπ νπνίνπ ε ηηκή έρεη 

κεηαβιεζεί. Ζ ειαζηηθφηεηα δήηεζεο  κπνξεί λα δηαηππσζεί κε ηνλ αθφινπζν ηχπν 

: 

                                        Ν = -  

Με καζεκαηηθνχο φξνπο ε ειαζηηθφηεηα δήηεζεο γξάθεηαη : 

Ν= -  

΢πλεπψο, ν ηχπνο ηεο ειαζηηθφηεηαο ζεκείνπ κπνξεί λα μαλαγξαθεί σο : 

N = -  

Όπνπ  είλαη ε πξψηε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο q= f(q) 

Παράδειγμα 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο γηα έλα αγαζφ είλαη q= 20-4q 

Α) Να βξεζεί ε ειαζηηθφηεηα δήηεζεο 
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Β) Να ππνινγηζηεί ε ειαζηηθφηεηα δήηεζεο γηα q=4 

Γ)Να δνζεί νηθνλνκηθή εξκελεία ζηελ απάληεζε ηεο εξψηεζεο Β 

Γ)Γηα πνηα ηηκή ε ειαζηηθφηεηα δήηεζεο γίλεηαη κνλαδηαία 

Λχζε 

Α) Ζ ειαζηηθφηεηα δήηεζεο είλαη :  

 

B) Γηα p=4 έρνπκε Ν=  

Γ) Διαζηηθφηεηα δήηεζεο ίζε κε 4 ζεκαίλεη φηη φηαλ ε ηηκή κεηαβάιιεηαη θαηά 

έλα ηηο εθαηφ ε δεηνχκελε πνζφηεηα κεηαβάιιεηαη θαηά ηέζζεξα ηηο εθαηφ πξνο 

ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε . Ζ δήηεζε ηνπ αγαζνχ, κε άιια ιφγηα είλαη ειαζηηθή. 

Γ) Γηα n= 1 έρνπκε 1=   άξα p=2,5 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:= q=f [p_] =20-4*p 

Out [] = 20-4 p 

 

In[]:= a [p_] =-D [f[p], p]*p/q 

Out [] =  

 

In[]:= a [4] 

Out [] = 4 

 

In[]:= solve [a[p] ==1, p] 

Out [] = {{p 5/2}} 

In[]:= N [%] 

Out [] = {{p 2.5}} 

  a[p] ε     ε .  
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2.4.1.2 Διαζηηθόηεηα Εήηεζεο θαη ΢πλνιηθά Έζνδα 

Σα ζπλνιηθά έζνδα (R) κηαο επηρείξεζεο απφ ηηο πσιήζεηο ελφο αγαζνχ (ή κηαο 

ππεξεζίαο) είλαη ίζα κε ην γηλφκελν ηεο ηηκήο ηνπ αγαζνχ (ξ) επί ηελ πνζφηεηα (q) 

πνπ πνπιήζεθε, δειαδή : R= p  

Όηαλ ε δήηεζε ελφο αγαζνχ είλαη αλειαζηηθή θαη ε ηηκή ηνπ αγαζνχ απμεζεί, ε 

δεηνχκελε πνζφηεηα ζα κεησζεί θαηά έλα κηθξφηεξν πνζνζηφ. Καηά ζπλέπεηα ηα 

ζπλνιηθά έζνδα ηεο επηρείξεζεο ζα απμεζνχλ. Οκνίσο αλ ε ηηκή ηνπ αγαζνχ 

κεησζεί θαηά έλα νξηζκέλν πνζνζηφ , ε δεηνχκελε πνζφηεηα ζα απμεζεί θαηά έλα 

κηθξφηεξν πνζνζηφ θαη ζπλεπψο ηα ζπλνιηθά έζνδα ζα κεησζνχλ. Αλ ηψξα 

ππνζέζνπκε φηη ε δήηεζε ηνπ αγαζνχ είλαη ειαζηηθή κηα αχμεζε ηεο ηηκήο ηνπ έλα 

ηηο εθαηφ νδεγεί ζε κείσζε ηεο δεηνχκελεο πνζφηεηαο θαηά πεξηζζφηεξν απφ έλα 

ηηο εθαηφ. ΢πλεπψο ηα ζπλνιηθά έζνδα ζα είλαη ιηγφηεξα κεηά ηελ αχμεζε ηεο 

ηηκήο. Οκνίσο αλ ε ηηκή ειαηησζεί ε δεηνχκελε πνζφηεηα απμάλεηαη  θαηά 

κεγαιχηεξν πνζνζηφ θαη νδεγεί ζε πςειφηεξα έζνδα. Αλ ηέινο ε ειαζηηθφηεηα 

δήηεζεο ελφο αγαζνχ είλαη ίζε κε ηε κνλάδα ηφηε ηα ζπλνιηθά έζνδα κέλνπλ 

ακεηάβιεηα, επεηδή κηα πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηελ ηηκή ζε νπνηαδήπνηε 

δηεχζπλζε ζα αληηζηαζκηζηεί απφ κηα ηζφπνζε πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηε 

δεηνχκελε πνζφηεηα πξνο ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε. 

 

 

2.4.1.3. Διαζηηθόηεηα Πξνζθνξάο 

Ζ ειαζηηθφηεηα ηεο πξνζθνξάο είλαη έλλνηα παξφκνηα κ’ απηήλ ηεο δήηεζεο . Ζ 

ειαζηηθφηεηα πξνζθνξάο κεηξά ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο. Ζ 

ειαζηηθφηεηα πξνζθνξάο έρεη ζεηηθή ηηκή πνπ ζεκαίλεη φηη ε ζρέζε αλάκεζα ζηα 

ζπλνιηθά έζνδα θαη ηελ ηηκή,  είλαη πάληα επζέσο αλάινγε ιφγσ ηεο ζεηηθήο 

θιίζεο ηεο θακπχιεο πξνζθνξάο. Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία φπσο κε ηε 

δήηεζε ε ειαζηηθφηεηα πξνζθνξάο κπνξεί λα δηαηππσζεί σο : e=  

H ειαζηηθφηεηα πξνζθνξάο ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνπο νηθνλνκνιφγνπο γηα λα 

ππνινγίζνπλ ηελ επαηζζεζία ηεο πξνζθεξφκελεο πνζφηεηαο ζε κηα θαζνξηζκέλε 

πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο. 
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Ζ κέηξεζε ηεο ειαζηηθφηεηαο πξνζθνξάο είλαη απαξαίηεηε εηδηθά  ζε νξηζκέλνπο 

θιάδνπο, νπνχ νη παξαγσγηθνί ζπληειεζηέο κεηαθέξνληαη απφ ηελ παξαγσγή ελφο 

πξντφληνο  ζηελ παξαγσγή ελφο άιινπ εμαηηίαο κηαο κεηαβνιήο ζηε ηηκή. Σα πην 

ζπρλά παξαδείγκαηα αλαθέξνληαη ζηε γεσξγία. Π.ρ. κηα άλνδνο ηεο ηηκήο ηνπ 

ζηηαξηνχ ζε ζρέζε κε ηε ηηκή ηνπ θαιακπνθηνχ νδεγεί ζε απμεκέλε παξαγσγή 

ζηηαξηνχ. Αλ ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηε πξνζθεξφκελε πνζφηεηα είλαη 

κεγαιχηεξε απφ ηε πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηελ ηηκή, ιέκε φηη ην αγαζφ είλαη 

ειαζηηθφ. Αλ ηζρχεη ην αληίζεην ην αγαζφ είλαη αλειαζηηθφ. Σέινο, φηαλ ππάξρεη 

ηζνδπλακία κεηαμχ ηεο πνζνζηηαίαο κεηαβνιήο ηεο ηηκήο θαη ηεο πξνζθεξφκελεο 

πνζφηεηαο ιέκε φηη ε ειαζηηθφηεηα είλαη κνλαδηαία.   

 

Παράδειγμα 

Να βξεζνχλ νη ειαζηηθφηεηεο  πξνζθνξάο ησλ αθφινπζσλ ζπλαξηήζεσλ 

πξνζθνξάο  , 

Α) q=  5+3p 

B) q= 3p 

Γ) q=-10+4p 

Γ) λα γεληθεχζεηε ηα απνηειέζκαηα 

 

Λχζε : 

 

Α) e=(dp/dp)(p/q)=3(p/(5+3p). Ζ θακπχιε πξνζθνξάο είλαη αλειαζηηθή γηα 

φιεο ηηο ηηκέο. 

Β) e=3[p/3p]=1. Ζ θακπχιε πξνζθνξάο έρεη κνλαδηαία ειαζηηθφηεηα γηα 

φιεο ηηο ηηκέο. 

Γ) e=4p[p/(-10+4p)]. Ζ θακπχιε πξνζθνξάο είλαη ειαζηηθή γηα θάζε ηηκή. 

Γ) Όηαλ ζηε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο q=a+bp ην a>0 ,  ε ζπλάξηεζε είλαη 

αλειαζηηθή, αλ α=0, ε ειαζηηθφηεηα είλαη ίζε κε ηε κνλάδα γηα θάζε ηηκή 

θαη αλ ηέινο, α<0, έρνπκε ειαζηηθή ζπλάξηεζε πξνζθνξάο γηα θάζε ηηκή 

p>a . 
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2.4.2 Ζ ΢πλάξηεζε Παξαγωγήο 

Ζ ζπλάξηεζε ζπλνιηθήο παξαγσγήο (ΣΡ ) ζηελ πην απιή ηεο κνξθή πεξηιακβάλεη 

κφλν έλα ζπληειεζηή παξαγσγήο ( αο ππνζέζνπκε εξγαζία). Έηζη έρνπκε : 

ΣΡ= F(1) 

΢ηε ζπλάξηεζε παξαγσγήο ζπλήζσο απνδίδνληαη ηα αθφινπζα ραξαθηεξηζηηθά. 

1) Παξαγσγή κπνξεί λα ππάξμεη κφλν φηαλ ππάξρεη εηζξνή εξγαζίαο, δειαδή 

ην ζπλνιηθφ (total product) , ΣΡ=0 φηαλ 1=0. 

2) Ζ πξψηε παξάγσγνο ηνπ ζπλνιηθνχ πξντφληνο σο πξνο ηελ εξγαζία είλαη 

ζεηηθή,  

dTP / d1  . Γειαδή ε κεηαβνιή πνπ πξνθαιείηαη ζην ζπλνιηθφ πξντφλ 

απφ ηε κεηαβνιή ηεο εξγαζίαο, ή αιιηψο ην νξηαθφ πξντφλ ηεο εξγαζίαο, 

είλαη ζεηηθή. 

3) Οη ξπζκνί αχμεζεο ηνπ πξντφληνο είλαη πςεινί κέρξη έλα νξηζκέλν επίπεδν 

απαζρφιεζεο.      Μεηά νη απμήζεηο ηνπ πξντφληνο κεηψλεηαη ζηαδηαθά. Με 

άιια ιφγηα παξαηεξνχληαη θζίλνπζεο απνδφζεηο ηνπ ζπληειεζηή εξγαζίαο. 

 

Παράδειγμα 

Έζησ ε ζπλάξηεζε ΣΡ=-3  

Α) Να βξεζνχλ ηα αθξφηαηα ηεο 

Β) Να βξεζνχλ ηα αθξφηαηα ηνπ κέζνπ πξντφληνο  

 

Λχζε: 

 

Α) Οη ζπλζήθεο πξψηεο ηάμεο γηα κέγηζην απαηηνχλ : 

 

 

 

Οη ζπλζήθεο δεχηεξεο ηάμεο δίλνπλ γηα ηελ ηηκή L=59 
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Άξα ην πξντφλ κεγηζηνπνηείηαη , φηαλ απαζρνινχληαη 59 εξγάηεο. 

Β) Οη ζπλζήθεο πξψηεο ηάμεο γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ κέζνπ πξντφληνο 

απαηηνχλ :  

 

 

 

Οη ζπλζήθεο δεχηεξεο ηάμεο είλαη :  

 

 

Δπνκέλσο, ην κέζν πξντφλ κεγηζηνπνηείηαη, φηαλ απαζρνινχληαη 45 

εξγάηεο. 

 

2.4.3 Οξηαθό Έζνδν Πξνϊόληνο 

Ζ ζπλάξηεζε παξαγσγήο φηαλ έρνπκε κφλν κηα εηζξνή (εξγαζία) γξάθεηαη σο 

q=q(1).  Σα ζπλνιηθά έζνδα ηεο επηρείξεζεο είλαη p=p(q) . ΢πλεπψο λα ζπλνιηθά 

έζνδα ηεο επηρείξεζεο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο κηα ζπλάξηεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ 

εξγαδνκέλσλ, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη φηη κπνξνχκε λα παξαγσγίζνπκε ηα ζπλνιηθά 

έζνδα σο πξνο ηνλ αξηζκφ ησλ εξγαδνκέλσλ. Απφ ηνλ θαλφλα ηνπ γηλνκέλνπ 

έρνπκε : 

 

 

 

Απφ ηνλ αθφινπζν θαλφλα έρνπκε : =
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Ζ παξάγσγνο  ησλ ζπλνιηθψλ εζφδσλ σο πξνο ηνλ αξηζκφ ησλ εξγαδνκέλσλ 

θαιείηαη νξηαθφ έζνδν πξντφληνο. Όπσο ζπκβαίλεη κε φια ηα νξηαθά κεγέζε έηζη 

θαη απηφ ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνπο επηρεηξεκαηίεο γηα λα απνθαζίζνπλ ηνλ άξηζην 

αξηζκφ ησλ εξγαδνκέλσλ  πνπ απαζρνινχληαη ζηελ επηρείξεζε. 

Παράδειγμα  

Έζησ φηη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο ηνπ πξντφληνο κηαο βηνκεραλίαο πεξηγξάθεηαη απφ 

ηε ζπλάξηεζε : 

Ρ=  

Καη ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο απφ : 

Q=  

Να ππνινγηζηεί ην ΟΔΠ γηα 1=5 

Λχζε 

 θαη 

 

Αληηθαζηζηνχκε ην q κε ην ίζν ηνπ θαη παίξλνπκε 

 ( p+q (-  

Όηαλ 1=5 ηφηε q  Δπνκέλσο  ,  

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In[]:=  

Out [] =  
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In[]:=q[l_]=(10 l
2
)/  

Out [] = (10 l
2
)/  

 

In[]:= D [q[l], l] 

Out [] =  

In[]:= Factor [%] 

Out [] =  

 

In[]:= D [p[q], l] 

Out [] =  

In[]:= r [l_] =p[q]*q[l] 

Out [] =  

 

In[]:= f [l_] =D[r[l], l] 

 

Out [] =  

 

In[]:= f [5] 

 

l2 8

8 l2
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Out [] =  

 

In[]:= N [%] 

Out [] = 7.79541 

 

2.4.4 Ζ ζπλάξηεζε θόζηνπο 

΢ηελ ζχγρξνλε επνρή νη επηρεηξήζεηο ζεσξνχληαη φηη παξάγνπλ κε ζηφρν λα 

κεγηζηνπνηήζνπλ ηα θέξδε ηνπο. Σα θέξδε κηαο επηρείξεζεο ππνινγίδνληαη απφ ηε 

δηαθνξά κεηαμχ ζπλνιηθψλ εζφδσλ θαη ζπλνιηθνχ θφζηνπο. Σν ζπλνιηθφ θφζηνο 

(total cost) ζπκπεξηιακβάλεη θαη ην ελαιιαθηηθφ θφζηνο ( opportunity cost).H 

ζπλάξηεζε θφζηνπο πξνθχπηεη απφ ηε ζπλάξηεζε παξαγσγήο δειαδή ην ζπλνιηθφ 

θφζηνο εμαξηάηαη απφ ηε παξαγφκελε πνζφηεηα. Τπνζέηνπκε ηε ζπλάξηεζε 

παξαγσγήο πνπ ρξεζηκνπνηεί σο κφλε εηζξνή ην ζπληειεζηή εξγαζία. Δπίζεο, 

ππνζέηνπκε φηη ε ακνηβή θάζε κνλάδαο εξγαζίαο(ψξεο ή αξηζκφο εξγαηψλ) είλαη 

ίζε κε w. Σφηε ην ζπλνιηθφ θφζηνο είλαη :  

C= wL+F 

Όπνπ C= ζπλνιηθφ θφζηνο, V= wL ή κεηαβιεηφ θφζηνο, F= ζηαζεξφ θφζηνο 

Ζ δηάθξηζε αλάκεζα ζε ζηαζεξφ θαη κεηαβιεηφ θφζηνο βαζίδεηαη ζην αλ ην 

θφζηνο κεηαβάιιεηαη. Έηζη ινηπφλ ην εξγαηηθφ θφζηνο, νη πξψηεο χιεο, ηα 

κεηαθνξηθά θιπ ζεσξνχληαη κεηαβιεηφ θφζηνο. Αληίζεηα, ην ζηαζεξφ θφζηνο δελ 

εμαξηάηαη απφ ηελ παξαγσγή , δειαδή ε επηρείξεζε ην πιεξψλεη αλεμάξηεηα απφ 

ην αλ παξάγεη ή φρη, φπσο ηα ελνίθηα, κεραλήκαηα, αζθάιηζηξα θιπ.  

Αθαηξνχκε ηε ζπλάξηεζε ζπλνιηθνχ θφζηνπο κε ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα θαη 

παίξλνπκε : 
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Γειαδή ην κέζν ζπλνιηθφ θφζηνο (AC=C) είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ηνπ κέζνπ 

κεηαβιεηνχ (AVC=  θαη ηνπ κέζνπ ζηαζεξνχ θφζηνπο  (AFC= . 

Παξαγσγίδνληαο ην ζπλνιηθφ θφζηνο σο πξνο ην πξντφλ παίξλνπκε ην νξηαθφ 

θφζηνο(marginal cost)  

MC=   φπνπ ΜC είλαη ην νξηαθφ θφζηνο. Αιιά dC/dL=w, απφ 

ηελ ππφζεζε πνπ θάλακε φηη κφλν κεηαβιεηφ θφζηνο  ζπλάξηεζεο είλαη ε εξγαζία 

.Δπίζεο DQ/DL είλαη ε νξηαθή παξαγσγηθφηεηα ηεο εξγαζίαο (ΜΡ). ΢πλεπψο ην 

νξηαθφ θφζηνο, ν κηζζφο θαη ε νξηαθή παξαγσγηθφηεηα ηεο εξγαζίαο ζπλδένληαη 

κε ηε ζρέζε :                   MC=  

Βιέπνπκε ηελ αληίζηξνθε ζρέζε κεηαμχ ηεο νξηαθήο παξαγσγηθφηεηαο θαη ηνπ 

νξηαθνχ θφζηνπο φπσο επίζεο ηελ επζέσο αλάινγε ζρέζε αλάκεζα ζηνλ 

νλνκαζηηθφ κηζζφ θαη ην νξηαθφ θφζηνο. 

 

2.4.4.1 ΢πλάξηεζε Μηθηνύ Κόζηνπο 

Τπνζέηνπκε κηα επηρείξεζε πνπ παξάγεη αγαζά ρ θαη y . Σν ζπλνιηθφ θφζηνο C 

απηψλ ησλ κνλάδσλ είλαη ε ζπλάξηεζε ηεο παξαγφκελεο πνζφηεηαο ησλ x θαη y 

θαη θαιείηαη ζπλάξηεζε κηθηνχ θφζηνπο. Αλ γξάςνπκε κηα ηέηνηα ζπλάξηεζε σο 

c=f(x,y) ηφηε dc/dx θαιείηαη κεξηθφ νξηαθφ θφζηνο σο πξνο ην ρ θαη ζπκβνιίδεη ην 

ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ c σο πξνο ην  y φηαλ ην ρ θξαηείηε ζηαζεξφ. Σαπηφρξνλα ην 

dc/dy είλαη ε κεξηθή νξηαθή παξάγσγνο σο πξνο y θαη ζπκβνιίδεη ην ξπζκφ 

κεηαβνιήο ηνπ c σο πξνο ην y φηαλ ην ρ θξαηείηε ζηαζεξφ. 

Παράδειγμα 

Αο  ππνζέζνπκε κηα επηρείξεζε πνπ παξάγεη ηα αγαζά ρ θαη y . Αο ππνζέζνπκε  φηη 

ε ζπλάξηεζε κηθηνχ θφζηνπο απηψλ ησλ δχν αγαζψλ είλαη : 

C=f(x,y) = 6  

Να πξνζδηνξηζηεί ην νξηαθφ κεξηθφ θφζηνο  παξαγσγήο ηνπ θάζε αγαζνχ, φηαλ 

ρ=100 θαη y=50 . 
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Λχζε 

 

Δπνκέλσο ζην ζεκείν (100, 50 ) ζα έρνπκε : 

 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη απμάλνληαο ηε παξαγσγή ηνπ αγαζνχ ρ απφ  100 ζε 101 

κνλάδεο, δηαηεξψληαο ηε παξαγσγή ηνπ αγαζνχ y  ζηηο 50 κνλάδεο απμάλεηαη ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο θαηά 1550. Όζνλ αθνξά ην αγαζφ y , απμάλνληαο ηε παξαγσγή 

ηνπ απφ 50 ζε 51 κνλάδεο θξαηψληαο ηελ παξαγσγή ηνπ ρ ζηηο 100 κνλάδεο ζα 

νδεγήζεη ζε αχμεζε ηνπ θφζηνπο θαηά 1700. 

 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:= c [x_, y_] =6x*x+7x*y+10y*y+1000 

Out [] =1000+6 x
2
+7 x y+10 y

2
 

In[]:= c1 [x_, y_] =D[c[x, y], x] 

Out [] = 12 x+7 y 

In[]:= c2 [x_, y_] =D[c[x, y], y] 

Out [] = 7 x+20 y 

In[]:= c1 [100, 50] 

Out [] = 1550 

In[]:= c2 [100, 50] 

Out [] = 170 

 

2.4.5 Μεγηζηνπνίεζε ηωλ θεξδώλ 

Σα θέξδε κηαο επηρείξεζεο είλαη ε δηαθνξά αλάκεζα ζηα ζπλνιηθά έζνδα θαη ζην 

ζπλνιηθφ θφζηνο. Γειαδή, 
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Π(q)=R(q)-C(q) 

Γηα ηελ κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ, ε αλαγθαία ζπλζήθε απαηηεί ην κεδεληζκφ ηεο 

1
εο

 παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο ησλ θεξδψλ  

 

Δπνκέλσο,  

 

Ζ ζρέζε απηή δειψλεη φηη ηα θέξδε κεγηζηνπνηνχληαη ζην ζεκείν πνπ ε θιίζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ησλ ζπλνιηθψλ εζφδσλ  ηζνχηαη κε ηε θιίζε ηεο ζπλάξηεζεο ηνπ 

ζπλνιηθνχ θφζηνπο. Με άιια ιφγηα ηα θέξδε ηεο επηρείξεζεο κεγηζηνπνηνχληαη 

φηαλ ε επηρείξεζε παξάγεη ηφζν πξντφλ φζν είλαη αξθεηφ γηα λα εμηζψζεη ην 

νξηαθφ έζνδν  (marginal revenue ) κε ην νξηαθφ θφζηνο (marginal cost) 

 

Ζ ηθαλή ζπλζήθε γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ απαηηεί ε 2
ε
 παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ησλ θεξδψλ λα είλαη αξλεηηθή, δειαδή . 

 

      Παράδειγμα 

     Αλ ε αλαδήηεζε ελφο αγαζνχ πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε  

q=10-0,5p θαη ην ζπλνιηθφ θφζηνο παξαγσγήο ηνπ απφ ηε ζπλάξηεζε 

TC=0,5  

α) λα βξεζεί ην επίπεδν παξαγσγήο πνπ κεγηζηνπνηεί ηα ζπλνιηθά έζνδα. 

Β)Να βξεζεί ην επίπεδν παξαγσγήο πνπ ειαρηζηνπνηεί ην κέζν θφζηνο. 

Γ) Να βξεζεί ην κέζν ζηαζεξφ θφζηνο πνπ αληηζηνηρεί ζην επίπεδν 

παξαγσγήο (Β) . 

Γ) Να βξεζεί ην επίπεδν παξαγσγήο πνπ κεγηζηνπνηεί ην θέξδνο. 
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Λχζε: 

 

Α) Ζ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε δήηεζεο είλαη p=20-2q, επνκέλσο γηα ηα 

ζπλνιηθά έζνδα έρνπκε: 

(20q-2  

 

Ζ δεχηεξε παξάγσγνο δίλεη : 

 

Άξα νη ζπλζήθεο δεχηεξεο ηάμεο γηα κέγηζην ηθαλνπνηνχληαη. 

 

Β) Ζ ζπλάξηεζε κέζνπ θφζηνπο είλαη : 

 

Αλ ζέζνπκε ηε παξαγσγφ ηεο ίζε κε ην κεδέλ : 

 

Απφ ηηο δχν ξίδεο θπζηθά δερφκαζηε ηε ζεηηθή, άξα ην κέζν θφζηνο 

ειαρηζηνπνηείηαη γηα q  κνλάδεο. Δμεηάδνληαο ηηο ζπλζήθεο δεχηεξεο 

ηάμεο βξίζθνπκε :                 

 

Γ) γηα ηελ εχξεζε ηνπ ζηαζεξνχ θφζηνπο ζέηνπκε ζηε ζπλάξηεζε θφζηνπο 

γηα q=14 είλαη :  

 

Γ) Ζ ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη : 

 

           Οη ζπλζήθεο πξψηεο ηάμεο γηα κέγηζην δίλνπλ : 

 

           Καη νη ζπλζήθεο δεχηεξεο ηάμεο ηθαλνπνηνχληαη : 
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3. ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑΣΑ 

 

3.1.ΑΟΡΗ΢ΣΟ ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑ 

Ζ νινθιήξσζε κηαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη ηίπνηε άιιν παξά ε αληίζηξνθε 

δηαδηθαζία ηεο  παξαγψγηζεο πην ζπγθεθξηκέλα κηα παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε 

y=f(x) ζα ιέγεηαη αφξηζην νινθιήξσκα ή παξάγνπζα ηεο  ζπλάξηεζεο  y=f(x), αλ 

ηζρχεη  F’(x) = f(x). Έηζη π.ρ. κηα παξάγνπζα ηεο  f(x)=  είλαη ή F(x)=  αθνχ  

( )’ =  ·4  =  . 

 Γεληθά, αλ ε f(x) είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f(x), ηφηε θαη θάζε άιιε ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο  f(x) +  κε  R είλαη επίζεο παξάγνπζα ηεο f(x) αθνχ [ F(x) + C ] ‘ = 

F’(x) =F(x) ην αφξηζην νινθιήξσκα ηεο y=f(x) ζπκβνιίδεηαη κε    

O ζπκβνιηζκφο απηφο ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξψηε θνξά απφ ηνλ καζεκαηηθφ 

Leibniz ηνλ 17
ν
 αηψλα .Έηζη γηα ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα έρνπκε F(x)= dx 

= . 

Απφ ην παξαπάλσ νξηζκφ πξνθχπηεη φηη [ . H ζηαζεξά ηεο 

νινθιήξσζεο κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κνλνζήκαληα αλ καο δνζεί θάπνηα 

αξρηθή ζπλζήθε. Έηζη αλ ζην πξνεγνχκελν νινθιήξσκα γλσξίδνπκε π.ρ. φηη F(x) 

= 2 ακέζσο βξίζθνπκε  

              

                    ΒΑ΢ΗΚΟΗ ΣΤΠΟΗ ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ΢ 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  



55 
 

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12. 

 

 

 

3.2.ΜΔΘΟΓΟΗ ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ΢ 

3.2.1 ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ ΚΑΣΑ ΜΔΛΖ 

Καηαξρήλ παξαηεξνχκε φηη αλ είλαη νινθιεξψζηκεο 

ζπλαξηήζεηο θαη x1,x2,… (λ  Ν ), ηφηε ε ζπλάξηεζε|(x)=K1 

είλαη κηα παξάγνπζα ηεο 

Κ1f1(x)+K2f2(x)+… Kλfλ(x) πξάγκαηη I’(x)=k1 

(  

Καηά ζπλέπεηα απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ νινθιεξψκαηνο πξνθχπηεη φηη  

 

Με ηνλ ηχπν απηφ επηηπγράλεηαη ν ππνινγηζκφο ηνπ νινθιεξψκαηνο κηαο 

ζπλάξηεζεο πνπ είλαη ή κπνξεί λα γξάθεη σο άζξνηζκα απινχζηεξσλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

3.2.2 ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ ΚΑΣΑ ΠΑΡΑΓΟΝΣΔ΢ 

Αλ  f(x) θαη g(x) είλαη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο, απφ ηελ ζρέζε 

d(fg)=(fg)’dx=(f’g+fg’) dx = gf’ dx +fg’ dx παίξλνπκε d(fg)=gdf+fdg. 

Οινθιεξψλνληαο ηε ζρέζε απηή βξίζθνπκε  

Fg – ή  
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3.2.3 ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ ΡΖΣΖ΢ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 

Σα νινθιεξψκαηα ηεο κνξθήο  Dx φπνπ f(x) θαη g(x) είλαη κε κεδεληθέο 

πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο, ππνινγίδνληαο ζπλζήθεο κε αλάιπζε ηνπ θιάζκαηνο 

 ζε άζξνηζκα απινχζηεξσλ θιαζκάησλ. 

 

3.2.4 ΟΛΟΚΛΖΡΩ΢Ζ ΜΔ ΑΝΣΗΚΑΣΑ΢ΣΑ΢Ζ 

Ζ κέζνδνο απηή δελ είλαη παξά κηα απιή αιιαγή κεηαβιεηήο. Δθαξκφδεηαη φηαλ 

κεηά ηελ αιιαγή ηεο κεηαβιεηήο απαιείθεηαη ε παιαηά κεηαβιεηή θαη ηα 

νινθιεξψκαηα γίλεηαη απινχζηεξν. Γελ ππάξρεη θαλέλαο γεληθφο θαλφλαο  πνπ λα 

εθαξκφδεηαη ζηελ πεξίπησζε απηή απιά ρξεηάδεηαη κηα ζρεηηθή εκπεηξία γηα ηελ 

εχξεζε ηεο θαηάιιειεο θάζε θνξάο κεηαβιεηήο. 

 

Παράδειγμα 

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα : 

 

Λύζη  : 

Σ’ ασηή ηην περίπηωζη δεν μπορούμε να πούμε επειδή dx =  

Θα ιζτύει και ηο ανηίζηροθο. Εδώ εθαρμόζοσμε ηην ολοκλήρωζη καηά παράγονηες . 

θέηονηας  u=  
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Σηο Mathematica η λύζη είναι : 

 

In[]:=  

 

Out [] =  

 

 

Παράδειγμα  

Να ολοκληρωθεί ηο ολοκλήρωμα:  

Λύζη :   

=4

 

Ενώ ζηο Mathematica η λύζη είναι : 

In[]:=  

 

Out [] =  

 

Παράδειγμα  

Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα : 
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Λχζε: 

dx-   ή 

6  

 

                   

Ενώ ζηο Mathematica η λύζη είναι : 

 

In[]:=  

 

Out [] =7 x-2 x
2
+2 x

3
 

 

 

3.3 ΟΡΗ΢ΜΔΝΟ ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑ 

Ο νινθιεξσηηθφο ινγηζκφο έρεη ηηο ξίδεο ηνπ ζηελ πξνζπάζεηα γηα ηελ εχξεζε κηαο 

γεληθήο κεζφδνπ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ εκβαδψλ δηαθφξσλ ζρεκάησλ. Αο 

ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην εκβαδφ Κ ηεο επηθάλεηαο πνπ 

πεξηθιείεηαη  απφ ηηο επζείεο x=α, x=d θαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  ζπλάξηεζεο 

y=f(x) πνπ είλαη νξηζκέλε θαη ζπλερήο ζην [α,d] 
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Γηα ην ιφγν απηφ ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα [α,d]  ζε λ ππνδηαζηήκαηα [ρ1,ρ2], 

[ρ3,ρ4],…,      [xλ-1,xλ] πνπ έρνπλ ην ίδην κήθνο. 

Γx= x2-x1=x3-x2=x4-x3= … xλ-xλ-1 θαη θαηαζθεπάδνπκε νξζνγψληα 

παξαιιειφγξακκα πιεπξάο Γx, ηέηνηα ψζηε ην χςνο ηνπ θαζελφο λα είλαη ίζν κε 

ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο y=f(x)ζην αληίζηνηρν ππνδηάζηεκα. Θέηνπκε m:=min f(x) 

ζην δηάζηεκα [ x:-1, x:]. Γίλεηαη θαλεξφ φηη φηαλ λ  ηφηε Γx 0 , δειαδή ην 

Γx γίλεηαη φπσο ιέκε ζηα καζεκαηηθά, απεηξνζηφ θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε dx. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ην άζξνηζκα : Γx ησλ εκβαδψλ φισλ ησλ παξαπάλσ 

νξζνγσλίσλ πιεζηάδεη ην δεηνχκελν εκβαδφ Δ.  

Μπνξνχκε λα γξάθνπκε Δ= . Αληηθαζηζηψληαο ην ζχκβνιν ηνπ 

απείξνπ αζξνίζκαηνο κε ην ζχκβνιν  (απφ ηελ ιέμε sum= άζξνηζκα)  
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κπνξνχκε λα γξάςνπκε Δ= . H πνζφηεηα  νλνκάδεηαη 

νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο y=f(x) ζην δηάζηεκα [α,b]. 

Παξαηεξνχκε δειαδή φηη αληίζεηα κε ην αφξηζην νινθιήξσκα ηεο y=f(x) πνπ 

είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο ρ, ην νξηζκέλν νινθιήξσκα ζην δηάζηεκα 

[α,b] έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε αξηζκεηηθή ηηκή. 

Ζ ηηκή απηή κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεκειηψδνπο ζεσξήκαηνο  

ηνπ νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ (ησλ Newton-Leibniz). ΢χκθσλα κε ην ζεψξεκα 

απηφ, αλ ε f(x) είλαη κηα παξάγνπζα ηεο f(x) ζην δηάζηεκα [α,b], ηφηε ην νξηζκέλν 

νινθιήξσκα  είλαη ίζν κε F(x)-F(a), ή φπσο ζπλήζσο γξάθνπκε 

ζπκβνιηθά = [F(x)]  

Σα α θαη b νλνκάδνληαη  θαηψηεξν θαη αλψηεξν φξην ηεο νινθιήξσζεο αληίζηνηρα. 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ζρέζεο ν ππνινγηζκφο ηνπ νξηζκέλνπ 

νινθιεξψκαηνο  αλάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ αφξηζηνπ νινθιεξψκαηνο 

  

Αθφκε πξνθχπηεη ακέζσο φηη γηα ηα νξηζκέλα νινθιεξψκαηα νη εμήο ρξήζηκεο 

ηδηφηεηεο. 

 

i)  

ii)  

iii) Αλ α ≤ c≤ b ηφηε  
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Παράδειγμα 

Να ππνινγηζηεί  ην νινθιήξσκα  

 

Λχζε  

Αληηθαζηζηνχκε u=  θαη du =( ) dx  

Σα φξηα ηεο νινθιήξσζεο κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε ζα είλαη u(1)=  θαη  

u(e)= , άξα ζα έρνπκε :   

Δπίιπζε ζην mathematica : 

 

In[]:=  

 

Out [] =1/2 

 

Παράδειγμα 

Να ππνινγίζεηε ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε : f(x)=-

ζην δηάζηεκα [α,2] 
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Λχζε : 

 

Μεηά απφ αληηθαηάζηαζε παίξλνπκε :  

Δ1=- + -(16)(2)]-0=  

 

Δπίιπζε ζην mathematica : 

 

In[]:= f [x_] =-x*x+10x-16 

 

Out [] =-16+10 x-x2 

 

In[]:= FilledPlot [f[x], {x, 0, 10}] 
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 Out [] = -Graphics- 

 

In[]:=  

 

Out [] = 36 

 

In[]:=  

Out [] =44/3 

 

In[]:=  

 

Out [] =44/3 

 

In[]:=  

 

Out [] =196/3 

In[]:= N [%] 

Out [] = 65.3333 

(Em1 ε   ε   2 ε  8,Em2 ε   ε   0 ε ο 2,Em3 

ε   ε   8 ε  10,Em εί   ί  ε ) 
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3.4 ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑΣΩΝ ΢ΣΑ ΟΗΚΟΝΟΜΗΚΑ 

Δίδακε πσο, ε νινθιήξσζε θαη ε παξαγψγηζε είλαη δπν αληίζηξνθεο δηαδηθαζίεο. 

Έηζη αλ γλσξίδνπκε ηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο κπνξνχκε κέζσ ηεο 

νινθιήξσζεο  λα ππνινγίζνπκε ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε. Απηή ε ζρέζε πνπ 

ππάξρεη αλάκεζα ζηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο θαη ζηελ νινθιήξσζε ηεο, καο 

βνεζά ζηε ιχζε πνιιψλ πξνβιεκάησλ πνπ παξνπζηάδνληαη ζηα νηθνλνκηθά. Αλ ηα 

νηθνλνκηθά θαηλφκελα κπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ κε ζπλαξηήζεηο, ηφηε αζθαιψο 

κπνξνχκε λα βξνχκε ηνπο ξπζκνχο κεηαβνιήο ησλ ζπλαξηήζεσλ, νη νπνίεο 

νλνκάδνληαη νξηαθέο κεηαβνιέο, γηα θάζε ηηκή ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβνιήο. Όπσο 

επίζεο αλ γλσξίδνπκε ηνπο ξπζκνχο κεηαβνιήο, κπνξνχκε λα θαηαιήμνπκε ζηελ 

αξρηθή ζπλάξηεζε. 

 

Παράδειγμα 

Ο ξπζκφο απφζβεζεο ελφο κεραλήκαηνο είλαη 220(t-10) δξαρκέο ην ρξφλν. Αλ ην 

κεράλεκα αγνξαζηεί θαηλνχξγην ζηελ ηηκή ησλ 120.000 δξαρκψλ, πνηα ζα είλαη ε 

αμία ηνπ ζε κηα ρξφληα ;  

 

ΛΤ΢Ζ 

Ζ ζπλάξηεζε απφζβεζεο ηνπ κεραλήκαηνο είλαη : 

 

Θέηνληαο  ηε ζπλάξηεζε απφζβεζεο ( γηα t=0) ίζε κε ηε ηηκή αγνξάο ηνπ 

κεραλήκαηνο, ππνινγίδνπκε ηε ζηαζεξά πνζφηεηα : 

120.000=110( )-2.200(0) + C θαη C=120.000 

Άξα γηα t=10 έρνπκε S=110( )-2200 (10) + 120.000 

                                      S=109.000 



65 
 

 

΢ην mathematica ε ιχζε είλαη : 

In[]:= p=120000 

Out [] = 120000 

In[]:=  

Out [] =c-2200 t+110 t2 

In[]:= Solve[s [0] ==p, c] 

Out [] = {{c 120000}} 

In[]:= c=120000 

Out [] = 120000 

In[]:= s [10] 

Out [] = 109000 

 

 

Παράδειγμα 

Ζ νξηαθή πξφνδνο (MR) κηαο επηρείξεζεο είλαη MR =1-  

Να ππνινγηζηνχλ: 

Α)Ζ ζπλνιηθή πξφνδνο R 

B) Ζ ζπλάξηεζε δήηεζεο ηεο επηρείξεζεο (y=f(x)) 

 

Α) R=  

Αλ ε επηρείξεζε δελ παξάγεη ηίπνηε ηφηε ηα ζπλνιηθά ηεο έζνδα ζα είλαη κεδέλ, 

άξα θαη ε ζηαζεξά c=0 

B) Γλσξίδνπκε φηη R=yx επνκέλσο y=  

Άξα ε κέζε πξφνδνο (AR) θαη ε δήηεζε είλαη ηαπηφζεκεο ζπλαξηήζεηο. Δπνκέλσο, 
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=AR=y=10-(  

 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In[]:= MR [x_] =10-3x-4x*x 

Out [] =10-3 x-4 x2 

 

In[]:=  

Out [] =  

 

In[]:= Solve[R [0] ==0, c] 

Out [] = {{c 0}} 

 

In[]:= c=0 

Out [] = 0 

 

ΑΡΑ 

In[]:= R[x] 

Out [] =  

 

In[]:= AR=R[x]/x 

Out [] =  

 

In[]:= AR=Simplify [Out [24]] 

Out [] =  
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3.4.1. ΠΛΔΟΝΑ΢ΜΑ ΣΟΤ ΚΑΣΑΝΑΛΩΣΖ 

΢ηελ έλλνηα ηεο δήηεζεο ππάξρεη κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε αλάκεζα ζηελ ηηκή 

ελφο αγαζνχ ή κηαο ππεξεζίαο θαη ζηε δεηνχκελε πνζφηεηα. Ο θαηαλαισηήο 

ππνζέηνληαο  φιεο ηηο άιιεο κεηαβιεηέο ζηαζεξέο δεηάεη κεγαιχηεξε πνζφηεηα γηα 

ρακειφηεξεο ηηκέο θαη κηθξφηεξε πνζφηεηα γη πςειφηεξεο ηηκέο. Όηαλ φκσο ν 

θαηαλαισηήο αγνξάδεη κηα πνζφηεηα % ελφο αγαζνχ, πιεξψλεη ηελ ηηκή πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ πνζφηεηα % αιιά ρξεψλεηαη ηελ ίδηα ηηκή γηα πνζφηεηεο 

κηθξφηεξεο απφ %. Απηφ ην ππνζεηηθφ πιενλέθηεκα πνπ απνθηά ν θαηαλαισηήο 

ζηελ νηθνλνκηθή αλάιπζε ιέγεηαη πιεφλαζκα ηνπ θαηαλαισηή. Μέζσ ηνπ 

νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην πιενλέθηεκα ηνπ 

θαηαλαισηή θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε :  

ΠΚ=  

 

Παράδειγμα  

Ζ ζπλάξηεζε δήηεζεο γηα θάπνην αγαζφ είλαη p=8(65-  γηα θάζε 

κνλάδα πξντφληνο . Να βξεζεί ην πιεφλαζκα ηνπ θαηαλαισηή γηα ηε ηηκή ησλ 

320 λ.κ.  

 

Λχζε :  

 

Ζ πνζφηεηα πνπ πσιείηαη ζηε ηηκή ησλ 320 λ.κ. είλαη : 320= 520-8  θαη  q=5. 

H αξλεηηθή ηηκή απνξξίπηεηαη. Δπνκέλσο, ην πιεφλαζκα ηνπ θαηαλαισηή είλαη 

: 

 

ΗΗΚ=  
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3.4.2. ΠΛΔΟΝΑ΢ΜΑ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ 

Όπσο ν θαηαλαισηήο έηζη θαη ν παξαγσγφο έρε έλα πιεφλαζκα, πνπ νξίδεηαη σο ε 

δηαθνξά κεηαμχ ηεο ηηκήο ηζνξξνπίαο θαη ηεο ηηκήο ζηελ νπνία ζα ήηαλ πξφζπκνο 

λα δηαζέζεη ην πξντφλ ηνπ. Σν πιεφλαζκα ηνπ παξαγσγνχ ππνινγίδεηαη σο εμήο :  

ΠΠ=pq -   

 

Παξάδεηγκα : 

Αλ ε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο +10 θαη ε ηηκή ηζνξξνπίαο είλαη ξ=1
νο

 λα 

ππνινγηζηεί ην ΠΠ. 

Λχζε :  

Λχλνπκε σο πξνο ηελ πνζφηεηα ηζνξξνπίαο θαη παίξλνπκε  θαη q= 

 

Ζ αξλεηηθή πνζφηεηαο απνξξίπηεηαη. Δπνκέλσο έρνπκε :  

ΠΠ=(19)(3)=  

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In[]:=s [q_] =q
2
+10 

Out [] =10+q
2
 

 

In[]:= p=19 

Out [] = 19 

 

In[]:= Solve[s[q] ==19] 

Out [] = {{q -3}, {q 3}} 

Α ύ  q ί  ό ,  ί  .Ά  q=3 
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In[]:=  

Out [] = 18 

 

3.4.3. ΠΑΡΟΤ΢Α ΑΞΗΑ ΥΡΖΜΑΣΟΡΡΟΖ΢ 

 

Μηα ελδηαθέξνπζα εθαξκνγή ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο είλαη ν ππνινγηζκφο 

ηεο παξνχζαο αμίαο ελφο πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ πνπ δεκηνπξγεί εηζφδεκα κε έλα 

νξηζκέλν ξπζκφ(επηηφθην) ζε κηα θαζνξηζκέλε ρξνληθή πεξίνδν.H παξνχζα  αμία 

ελφο πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ αλαθέξεηαη ζην ρξεκαηηθφ πνζφ πνπ ρξεηάδεηαη λα 

θαηαζέζεη ζήκεξα ζε έλα ινγαξηαζκφ, ψζηε λα δεκηνπξγήζεη ην  ίδην εηζφδεκα 

πνπ δεκηνπξγεί ην πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν ζηελ ίδηα ρξνληθή πεξίνδν. Ζ παξνχζα 

αμία  ρξεκαηνξξνήο ππνινγίδεηαη σο εμήο : 

Ρ=     φπνπ  ξ= παξνχζα αμία 

                                                                                                  F= κειινληηθή αμία 

                                                                                                  i = επηηφθην 

                                                                                                 t = ρξφλνο 

 

Παράδειγμα 

Να βξεζεί ε παξνχζα αμία ησλ 270 λ.κ. πνπ θαηαβάιινληαη θάζε ρξφλν γηα 3 

ρξφληα , φηαλ ην επηηφθην είλαη 12% θαη ν αλαηνθηζκφο είλαη ζπλερήο. 

Λχζε:  

Αληηθαζηζηνχκε ζηνλ ηχπν ηεο παξνχζαο αμίαο θαη παίξλνπκε : 

 

 



70 
 

 

Παράδειγμα 

Ο θάηνρνο ελφο πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ παίξλεη θάζε ρξφλν θέξδε ζχκθσλα κε 

ηελ ζπληήξεζε f(t)=1500+580 ην ρξφλν. Αλ ε δηάξθεηα δσήο ηνπ πεξηνπζηαθνχ 

ζηνηρείνπ είλαη 5 ρξφληα, ην επηηφθην γη απηφ ην ρξνληθφ δηάζηεκα παξακέλεη 

ακεηάβιεην θαη ίζν κε 10% ελψ ν αλαηνθηζκφο είλαη ζπλερήο, λα βξεζεί ε 

παξνχζα αμία ηνπ πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ. 

Λχζε 

Αληηθαζηζηνχκε ζηνλ ηχπν ηεο παξνχζαο αμίαο θαη έρνπκε : 

Ρ=  

[  

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην νινθιήξσκα ηεο παξάζηαζεο εθαξκφδνπκε ηελ ηερληθή 

νινθιήξσζεο θαηά παξάγνληεο ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν  

 

Δπεηδή n=1 θαη a=0,10 ηφηε : 

580( t  

Πξνζζέηνπκε θαη ηνπο δχν φξνπο θαη έρνπκε : 

Ρ= 11.134 

 

Eλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη: 

In[]:= f [t_] =1500+580t 

Out [] = 1500+580 t 
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In[]:= z=5 

Out [] = 5 

 

In[]:= ep=0.1 

Out [] = 0.1 

 

In[]:=  

Out [] = 11133.9 

 

3.4.4. ΜΔΛΛΟΝΣΗΚΖ ΑΞΗΑ ΥΡΖΜΑΣΟΡΡΟΖ΢ 

Ζ κειινληηθή αμία F θαηάζεζεο κε ζπλερή θεθαιαηνπνίεζε θαη επηηφθην i είλαη 

F=P . Αλ ππνζέζνπκε φηη νη θαηαζέζεηο  γίλνληαη ζπλερήο γηα έλα ρξνληθφ 

δηάζηεκα Σα, ε κειινληηθή αμία ησλ θαηαζέζεσλ ππνινγίδεηαη σο εμήο, ρσξίδνπκε 

ην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ είλαη αλνηρηφο ν ινγαξηαζκφο ν  ζε n ίζα 

ππνδηαζηήκαηα , ην θάζε έλα απφ ηα νπνία έρεη ρξνληθή δηάξθεηα 1t  (κήλεο, 

εβδνκάδεο, κέξεο θ.η.ι. ). Αλ tj ζπκβνιίδεη έλα ηπραίν ρξνληθφ ππνδηάζηεκα ηφηε 

ηζρχεη : 

Πνζφ θαηάζεζεο = (Ρ) (1t)  

Αλ ηψξα ππνζέζνπκε φηη φια ηα ρξήκαηα θαηαηέζεθαλ ζην ρξνληθφ δηάζηεκα tj, 

ηφηε νη θαηαζέζεηο ζα κείλνπλ ζην ινγαξηαζκφ γηα ην δηάζηεκα Σα-tj ρξφληα θαη 

επνκέλσο ε κειινληηθή ηνπο αμία πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ην ρξφλν tj είλαη :  

Fj=P  

 

Αλ δελ ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε κειινληηθή αμία κηαο θαη κφλν θαηάζεζεο ζην 

ρξφλν tj , αιιά ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε κειινληηθή αμία ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

θαηαζέζεσλ ζε n  ίζα, ππνδηαζηήκαηα κε κέγεζνο Γt ην θάζε έλα ηφηε :  

F=  
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Παξαηεξνχκε φηη ε κειινληηθή αμία ππνινγίδεηαη πξνζεγγηζηηθά θαη φρη αθξηβψο, 

επεηδή θάζε θνξά έρνπκε θαηαζέζεηο (Ρ)(Γt) ρξεκάησλ. Ζ αθξίβεηα ηεο 

πξνζέγγηζεο εμαξηάηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ ππνδηαζηήκαηνο. Γειαδή φζν 

κηθξφηεξν είλαη ην ππνδηάζηεκα ηφζν θαιχηεξε ε πξνζέγγηζε. 

Αλ n  ηφηε Γt  άξα 

F=  

Παράδειγμα 

Έζησ φηη ζε έλα ινγαξηαζκφ γίλνληαη θάζε ρξνληά θαηαζέζεηο χςνπο 975. Ο 

αλαηνθηζκφο είλαη ζπλερήο θαη ην εηήζην επηηφθην είλαη 15%. Πνηα ε κειινληηθή 

αμία ηεο θαηάζεζεο ζε 6 ρξφληα απφ ζήκεξα. 

Λχζε 

F= dt=975  

975  ή F=[- =9487,42 

 

 

Δλψ ζην mathematica ε ιχζε είλαη : 

 

In[]:= kat=975 

Out [] = 975 

 

In[]:= epit=0.15 

Out [] = 0.15 

 

In[]:=  

Out [] = 9487.42 
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4. Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο 

4.1. ΢πλήζεηο Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο 

΢πλήζεηο δηαθνξηθή εμίζσζε (Γ.Δ) λ- ηάμεο νλνκάδεηαη θάζε ζρέζε, πνπ πεξηέρεη 

κηα αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ρ, κηα εμαξηεκέλε κεηαβιεηή y=y(x) θαη παξαγψγνπο 

ηεο y σο πξνο ρ κέρξη θαη λ-ηάμεο, έρεη δειαδή ηε κνξθή f(x,y,y’,y’’….  

 

Π.ρ. ε Γ.Δ.  

Δίλαη κηα ζπλήζεο Γ.Δ. 3
εο

 ηάμεο 

 

Τπάξρνπλ επίζεο θαη Γ.Δ. ζηηο νπνίεο ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή είλαη ζπλάξηεζε 

πεξηζζφηεξσλ ηεο κηαο αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ. ΢ε ηέηνηνπ είδνπο Γ.Δ. 

εκθαλίδνληαη κεξηθέο παξαγψγνη ηεο κεηαβιεηήο απηήο θαη γηα ην ιφγν απηφ 

νλνκάδνληαη Γ.Δ. κε κεξηθέο παξαγψγνπο. Μηα ηέηνηα είλαη π.ρ. ε Γ.Δ.  

 

Αλ κηα Γ.Δ. λ ηάμεο κπνξεί λα γξάςεη σο πνιπψλπκν σο πξνο ηελ εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή θαη ηηο παξαγψγνπο ηεο, βαζκφο ηεο Γ.Δ. ιέγεηαη ε δχλακε, ζηελ νπνία 

είλαη πςσκέλε ε λ-νζηε παξάγσγνο.  

Έηζη π.ρ. ε Γ.Δ. (1) είλαη πξψηνπ βαζκνχ ελψ ε Γ.Δ.  (  

Δίλαη 2
νπ

 βαζκνχ, αλ θαη ε πξψηε παξάγσγνο  είλαη πςσκέλε ζηελ 5
ε
 δχλακε. 

Σέινο ζηε ΓΔ 3  

Γελ κπνξνχκε λα κηιάκε γηα βαζκφ επεηδή ππάξρεη ν φξνο εκy , πνπ δελ κπνξεί λα 

γξαθεί σο πνιπψλπκν. 
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Γεληθή ιχζε κηαο Γ.Δ. λ-ηάμεο, αλ ππάξρεη νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο y=y (x, c1, c2,… cv) (2) πνπ εμαξηάηαη απφ λ απζαίξεηεο παξακέηξνπο 

c1,c2,…,cv θαη επαιεζεχεη ηαπηνηηθά ηελ Γ.Δ. 

Π.ρ. ε ΓΔ  έρεη σο γεληθή ιχζε ηελ y(x) = c1x+ c2, ε ΓΔ  

Σελ y(x) = c1  

Γίλεηαη θαλεξφ φηη  γηα θάζε ζπγθεθξηκέλε λ-άδα ηηκψλ ( c1, c2…, cv) ησλ 

παξακέηξσλ, απφ ηελ εμίζσζε (2) πξνθχπηεη κηα επίπεδε θακπχιε, πνπ απνηειεί 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο y=y(x). Καηά ζπλέπεηα ε (2) γηα 

απζαίξεηεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ  παξηζηάλεη κηα νηθνγέλεηα θακππιψλ. 

Έηζη π.ρ. ε γεληθή ιχζε ηεο ΓΔ (3) παξηζηάλεη κηα νηθνγέλεηα επζεηψλ , ε γεληθή 

ιχζε ηεο ΓΔ (3) παξηζηάλεη κηα νηθνγέλεηα παξαβνιψλ. ΢ε πνιιέο πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο καο ελδηαθέξεη ε εχξεζε κηαο ζπλάξηεζεο, ε νπνία εθηφο ηνπ φηη 

πξέπεη λα επαιεζεχεη κηα ΓΔ, πξέπεη επίζεο απηή θαη νη παξαγσγνί ηεο λα 

ηθαλνπνηνχλ νξηζκέλεο πξφζζεηεο ζπλζήθεο. Πξνβιήκαηα ηέηνηνπ είδνπο ιέγνληαη 

πξνβιήκαηα αξρηθψλ ζπλζεθψλ ή αξρηθψλ ηηκψλ. Έηζη ε ιχζε ηεο ΓΔ (3) πνπ 

δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν (1,3) θαη γηα ηελ νπνία ηζρχεη y’=7, είλαη ή y(x)=7x-4 

αθνχ πξέπεη λα ηζρχεη y(1)=3=c1+c2 θαη y’=c1=7. 

Οη ιχζεηο κηαο Γ.Δ. πνπ πξνθχπηνπλ  απφ ηε γεληθή ιχζε γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ νλνκάδνληαη κεξηθέο ιχζεηο ή θακπχιεο νινθιήξσζεο ηεο Γ.Δ. 

Έηζη  πρ ε y(x)=7x-4 είλαη κηα θακπχιε νινθιήξσζεο ηεο ΓΔ (3), ε y (x)=  

ηεο ΓΔ (4) . 

Λχζεηο κηαο ΓΔ πνπ δελ πξνθχπηνπλ απφ ηε γεληθή ιχζε γηα νπνηαδήπνηε επηινγή 

ησλ παξακέηξσλ c1,c2,…cv νλνκάδνληαη ηδηάδνπζεο ιχζεηο. 
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4.2. Γηαθνξηθέο Δμηζώζεηο κε ρωξηδόκελεο κεηαβιεηέο 

 

Μηα ΓΔ 1
εο

 ηάμεο θαη 1
νπ

 βαζκνχ  κπνξεί λα γξαθεί ππφ δηαθνξεηηθή κνξθή σο 

Α(x,y) dx + B (x,y) dy = 0. Αλ ε ζπλάξηεζε Α(x,y)  εμαξηάηαη κφλν απφ ην ρ θαη ε 

Β(x,y) κφλν ην y ηφηε ε πξνεγνχκελε ζρέζε γξάθεηαη Α(ρ)dx+B(y)dy=0(1)  

H ΓΔ (1) είλαη κηα ΓΔ κε ρσξηδφκελεο κεηαβιεηέο θαη ε γεληθή ηεο ιχζε βξίζθεηαη   

ακέζσο κε νινθιήξσζε. Έρνπκε δειαδή  

Γηα παξάδεηγκα ε ΓΔ  ρ(1+  

Με δηαίξεζε θαη ησλ δχν κειψλ ηεο δηα (1+  γξάθεηαη 

 ή  

Οπφηε νινθιεξψλνληαο πξνθχπηεη     =c      ή 

  ή       ή  

 

Όποσ  

Άρα  

Οξηζκέλεο ΓΔ ρσξίο  λα είλαη ρσξηδφκελσλ κεηαβιεηψλ κπνξνχλ λα ιπζνχλ κε 

ζρεκαηηζκφ  νκάδσλ φξσλ πνπ κπνξνχλ λα νινθιεξσζνχλ άκεζα. 

Π.ρ. ε ΓΔ  γξάθεηαη   ή 

 

Ή , νπφηε νινθιεξψλνληαο  παίξλνπκε 

  

ή    
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Μηα ΓΔ πνπ δελ ιχλεηαη άκεζα, κπνξεί ίζσο λα νινθιεξσζεί κεηά απφ 

πνιιαπιαζηαζκφ επί θάπνηα θαηάιιειε ζπλάξηεζε ησλ ρ  θαη y . Απηή ε 

ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη νινθιεξσηηθφο παξάγνληαο ηεο Γ.Δ. 

Γηα παξάδεηγκα ε ΓΔ  γξάθεηαη  

Ή  

H παξάζηαζε xdy –ydx ππνδεηθλχεη ηε ρξήζε ηεο ζρέζεο d  

Έηζη πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ ΓΔ (1) επί θ(ρ) =  παίξλνπκε 2xdx – d (   

Καη νινθιεξψλνληαο έρνπκε ) = c ή  

Άξα y=  φπνπ c1=c 

 

 

 

 

4.3. ΟΜΟΓΔΝΔΗ΢ Γ.Δ 

Μηα ζπλάξηεζε f(x,y) ιέγεηαη νκνγελήο λ – βαζκνχ αλ  f( ιx ιy)= γηα 

θάζε ι  

H Γ.Δ  Α(x, y) dx + B (x, y) dy=0 (1) ιέγεηαη νκνγελείο αλ νη ζπλαξηήζεηο Α (x, y) 

θαη Β (x, y) είλαη νκνγελείο ηνπ ίδηνπ βαζκνχ.  

΢ηελ πεξίπησζε απηή ζέηνληαο ι=  πξνθχπηεη  φηη Α (1,  Α(x,y) ή  A 

(ρ,y) = ) 

Όπνπ Α  

Έηζη ε  (1) κπνξεί λα γξάθεη  Ρ (  
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Θέηνληαο  νπφηε dy=d(xπ)= π dx + xdπ ή (2) αλάγεηαη ζε κηα ΓΔ 

ρσξηδφκελσλ κεηαβιεηψλ πνπ ιχλεηαη θαηά ηα γλσζηά. 

 

 

4.4 ΓΡΑΜΜΗΚΔ΢ Γ.Δ. ΠΡΩΣΖ΢ ΣΑΞΖ΢ 

Ζ γεληθή κνξθή κηαο γξακκηθήο Γ.Δ πξψηεο ηάμεο  είλαη   θαη 

έρεη σο νινθιεξσηηθφ παξάγνληα ηε ζπλάξηεζε d(x) =  

Π.ρ. ζηε Γ.Δ. 

 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηε Γ.Δ. επί ηνλ νινθιεξσηηθφ παξάγνληα d(x)=  

θαη παίξλνπκε : 

  ή   

Ή    ή  

Οινθιεξψλνληαο βξίζθνπκε ηειηθά y =  Γεληθά ν νινθιεξσηηθφο 

παξάγνληαο κηαο Γ.Δ. δελ είλαη κνλαδηθφο. ΢ην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα θάζε 

ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο c  φπνπ c ζηαζεξά είλαη επίζεο νινθιεξσηηθφο 

παξάγνληαο. Αξθεί ινηπφλ λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ απινχζηεξν δπλαηφ 

νινθιεξσηηθφ παξάγνληα. 

4.5. Γ.Δ. Bernoulli 

Κάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο   (1) , v  , v  , 1  

Αλάγεηαη ζε γξακκηθή κε ην κεηαζρεκαηηζκφ  Μηα ηέηνηα εμίζσζε 

νλνκάδεηαη εμίζσζε ηνπ Bernoulli. 

Πξάγκαηη πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ (1) επί  παίξλνπκε 
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Αθφκε παξαγσγίδνληαο ηελ (2) σο πξνο ρ έρνπκε (1-λ)  =   ή  

 

Καη αληηθαζηζηψληαο ζηε (3) παίξλνπκε  ή 

 

H (4) είλαη κηα γξακκηθή Γ.Δ. πξψηεο ηάμεο κε άγλσζηε ζπλάξηεζε ησλ y θαη 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηε x θαη ιχλεηαη θαηά ηα γλσζηά. 

Π.ρ. ζηε Γ.Δ.  πνιιαπιαζηάδνληαο επί  παίξλνπκε 

 (5) 

Θέηνληαο  έρνπκε  θαη ε (5) γξάθεηαη -  + 4 =ρ ή 

 (6) 

O νινθιεξσηηθφο παξάγσληαο είλαη  νπφηε απφ ηελ (6) πξνθχπηεη 

φηη: 

 ή   ή d (

 

Έηζη νινθιεξψλνληαο βξίζθνπκε : 

 

 

Παξάδεηγκα: Να ιπζνχλ κε ηελ βνήζεηα ηνπ mathematica  νη παξαθάησ  εμηζψζεηο  

1) y ‘ + y = 0 

In[]:= DSolve[y'[x] +y[x] ==0, y[x], x] 

Out [] =  

 

2) y ‘’ + 3y’+ 5=0 
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In[]:= DSolve[y''[x]+3y'[x]-5y[x]==0,y[x],x] 

Out [] =  

 

3) t’=  

In[]:=  

Out [] =  

 

 

4) y ‘’ -y’ -2y=                           Όηαλ       y=2             θαη       y’=1  

 

 In[]:=  

Out  

In[]:= Simplify [%] 

Out [] =  
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