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Ðñüëïãïò

Ôá ÏéêïíïìéêÜ ÌáèçìáôéêÜ áðïôåëïýí êëÜäï ôùí ÅöáñìïóìÝíùí ìáèçìáôéêþí êáé Ý÷ïõí

óêïðü íá ìåëåôÞóïõí êáé íá ëýóïõí ðñïâëÞìáôá ôçò ÏéêïíïìéêÞò ÅðéóôÞìçò. Óêïðüò áõôÞò

ôçò ðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò åßíáé ç åðßëõóç ïéêïíïìéêþí ðñïâëçìÜôùí ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëùí

ìáèçìáôéêþí åñãáëåßùí ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü èåìåëéþäåéò ðåñéï÷Ýò ôùí Ìáèçìáôéêþí. Ç

åñãáóßá ðåñéëáìâÜíåé ìéá óåéñÜ ïéêïíïìéêþí ðñïâëçìÜôùí, êáèþò êáé ôï èåùñçôéêü õðüâáèñï

ðïõ åßíáé áðáñáßôçôï ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõò.

Ãéá ôçí óõããñáöÞ ôçò ðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï ðñüãñáììá çëåêôñïíéêÞò

óôïé÷åéïèåóßáò LATEX, åíþ ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôùí ó÷çìÜôùí ó÷åäéÜóôçêå ìå ÷ñÞóç ôïõ

ìáèçìáôéêïý ðñïãñÜììáôïò óõìâïëéêïý õðïëïãéóìïý Maple 1.

Èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí åðïðôåýïíôá êáèçãçôÞ ê. Çëßá Óôáõñüðïõëï óôïí ïðïßï

ïöåßëåôáé êáôÜ Ýíá ðïëý ìåãÜëï âáèìü ç õëïðïßçóç ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò. Ç ïõóéáóôéêÞ

êáèïäÞãçóÞ ôïõ óôï îåðÝñáóìá ôùí ðïéêßëùí äõóêïëéþí ðïõ óõíÜíôçóá êáôÜ ôçí äéÜñêåéá

ôçò åñãáóßáò, ïé ðïëýôéìåò óõìâïõëÝò êáé õðïäåßîåéò ôïõ êáé ç çèéêÞ óõìðáñÜóôáóÞ ôïõ ìå

âïÞèçóáí ôá ìÝãéóôá.

ÔÝëïò, Ýíá ìåãÜëï åõ÷áñéóôþ ïöåßëù óôïõò ãïíåßò ìïõ ðïõ Þôáí ðÜíôá äßðëá ìïõ êáé ìå

óôÞñéæáí.

1Ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ãéá ôï õðïóôçñéêôéêü ëïãéóìéêü äßíïíôáé óôï ÐáñÜñôçìá ôçò åñãáóßáò.
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Ðåñßëçøç

Ç ðáñïýóá ðôõ÷éáêÞ åñãáóßá áöïñÜ ôá ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôïí

êëÜäï ôçò ÏéêïíïìéêÞò ÅðéóôÞìçò ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ïéêïíïìéêþí ðñïâëçìÜôùí, üðùò ç

ìåãéóôïðïßçóç ôïõ êÝñäïõò êáé ç åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ êüóôïõò ìéáò åðé÷åßñçóçò. Äßíïõìå

ôï áðáñáßôçôï ìáèçìáôéêü èåùñçôéêü õðüâáèñï êáé ðáñïõóéÜæïõìå åöáñìïãÝò áõôïý óôçí

ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá.

Óôï ðñþôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå óôïé÷åéþäåéò Ýííïéåò ôçò Èåùñßáò Óõíüëùí êáé ôïõ

óõíüëïõ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Ôï äåýôåñï êåöÜëáéï áöïñÜ áðáñáßôçôá óôïé÷åßá Ãñáì-

ìéêÞò ¢ëãåâñáò, åíþ óôï åðüìåíï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå âáóéêÜ óôïé÷åßá áðåéñïóôéêïý,

äéáöïñéêïý êáé ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý ãéá ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò. Óôï

ôÝôáñôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïõìå åöáñìïãÝò ôïõ äéáöïñéêïý êáé ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý

óå ïéêïíïìéêÜ ðñïâëÞìáôá. Ôï ðÝìðôï êåöÜëáéï áíáöÝñåôáé óôï èåùñçôéêü õðüâáèñï ãéá

ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí, åíþ åöáñìïãÝò áõôïý äßíïíôáé óôï ôåëåõôáßï

êåöÜëáéï ôçò åñãáóßáò.
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Abstract

This thesis concerns to the mathematical tools that are used in the �eld of Economics

for solving �nancial problems, such as �rm' s pro�t maximization and cost minimization.

We give the necessary mathematical theoretical background and we present a number of

applications in Economics.

We start in Chapter 1 with the basic concepts of Set Theory and real numbers. Chapter 2

deals with all necessary background of Linear Algebra, while in the next chapter we present

fundamental notions of di�erential and integral calculus for univariable real functions. In

Chapter 4 we give a number of applications of calculus in Economics. Chapter 5 refers

to the theoretical background for multivariable real functions, while its applications are

presented in the last chapter.
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ÊåöÜëáéï 1

ÂáóéêÝò ìáèçìáôéêÝò Ýííïéåò

Ç Èåùñßá Óõíüëùí áðïôåëåß ìßá áðü ôéò èåìåëéþäåéò ðåñéï÷Ýò ôùí Ìáèçìáôéêþí. Óå áõôü

ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå óôïé÷åéþäåéò ïñéóìïýò êáé ðñÜîåéò ìåôáîý óõíüëùí êáé èá

êëåßóïõìå ìå Ýíá áðü ôá ðéï óçìáíôéêÜ óýíïëá ôçò ìáèçìáôéêÞò áíÜëõóçò, ôï óýíïëï

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R. Ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé

åíäåéêôéêÜ óôéò ðçãÝò [24, Êåö. 1, 11], [26, óåë. 29{42], [3], [8], [9], [25].

1.1 Óôïé÷åßá Èåùñßáò Óõíüëùí

ÊÜèå ìáèçìáôéêÞ Ýííïéá ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå óõìâïëéóìïýò, ïñïëïãßá êáé Ýííïéåò ôçò

èåùñßáò óõíüëùí (set theory). Ç Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ óôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé Ýííïéá ðñùôáñ÷é-

êÞ. Ç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí óõíüëùí Üñ÷éóå óôá ôÝëç ôïõ 19ïõ áéþíá áðü ôïí Ãåñìáíü

ìáèçìáôéêü Georg Cantor. O Cantor ðåñéÝãñáøå ôçí Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 1 [25] Ìå ôç ëÝîç £óýíïëï¤ åííïïýìå ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜèñïéóç óå ïëüôçôá

ïñéóôéêþí êáé äéáêåêñéìÝíùí áíôéêåéìÝíùí ôçò äéáßóèçóçò Þ ôïõ óôï÷áóìïý ìáò.

Ôá áíôéêåßìåíá ðïõ áðïôåëïýí Ýíá óýíïëï ïíïìÜæïíôáé óôïé÷åßá (elements) Þ ìÝëç (mem-

bers) ôïõ. Áí Ýíá óôïé÷åßï x áíÞêåé óå Ýíá óýíïëï X , ôüôå ç ó÷Ýóç áõôÞ óõìâïëßæåôáé x ∈ X .

ÁíôéèÝôùò, áí Ýíá óôïé÷åßï x äåí áíÞêåé óôï óýíïëï X , ôüôå ç ó÷Ýóç áõôÞ óõìâïëßæåôáé

x =∈ X .
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Ôï ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ X êáëåßôáé ðëçèéêüò áñéèìüò Þ ðëçèÜñéèìïò (cardi-

nality) êáé óõìâïëßæåôáé ìå n(X) Þ |X|. Áí éó÷ýåé |X| = n ãéá êÜðïéï ìç áñíçôéêü áêÝñáéï

áñéèìü n, ôüôå ôï óýíïëï × åßíáé ðåðåñáóìÝíï. ÊÜèå óýíïëï ðïõ äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï

ïíïìÜæåôáé áðåéñïóýíïëï (in�nite set) [24, óåë. 17].

Ôá óôïé÷åßá åíüò óõíüëïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí ìáèçìáôéêÞ õðüóôáóç (ð.÷. áñéèìïß, óçìåßá,

óõíáñôÞóåéò, áêüìá êáé óýíïëá) Þ êáé ü÷é (ð.÷. ôá áåñïðëÜíá ðïõ Ý÷åé óôçí éäéïêôçóßá ôçò

ìßá áåñïðïñéêÞ åôáéñßá, ôá âéâëßá ðïõ âñßóêïíôáé óå ìéá âéâëéïèÞêç, ôá ãñáììáôüóçìá ðïõ

Ý÷åé óõëëÝîåé êÜðïéïò).

Ç ðáñÜóôáóç åíüò óõíüëïõ ìðïñåß íá ãßíåé ìå Ýíáí áðü ôïõò ðáñáêÜôù ôñüðïõò [24, óåë.18]:

• Ìå Üìåóï ðñïóäéïñéóìü (explicit speci�cation), üðïõ ãßíåôáé áíáãñáöÞ üëùí ôùí

óôïé÷åßùí ôïõ óõíüëïõ óå äýï áíôéêñéóôÜ Üãêéóôñá. Ð.÷. ôï óýíïëï X ðïõ Ý÷åé

óôïé÷åßá ôïõ ôá x1; x3; x5; x7 ðáñéóôÜíåôáé ùò X = {x1; x3; x5; x7}.

• Ìå Ýììåóï ðñïóäéïñéóìü (implicit speci�cation), üðïõ ðñïóäéïñßæåôáé ìéá éäéüôçôá Þ

óõíèÞêç p(x) ðïõ éêáíïðïéåßôáé áðü ôá óôïé÷åßá x ôïõ óõíüëïõ êáé ìüíï áðü áõôÜ.

¸ôóé, ãéá ôçí ðñüôáóç p(x), ìå X = {x : p(x)} óõìâïëßæåôáé ôï óýíïëï X Ýôóé þóôå

x ∈ X áí êáé ìüíï áí p(x) åßíáé áëçèÞò. ¸íá óýíïëï X = {x : p(x)} áðïôåëåßôáé áðü

ôçí ìåôáâëçôÞ (variable) x, ôï X ðåäßï ïñéóìïý (domain) ôçò x êáé ôéò ôéìÝò (values)

ôçò x, ðïõ åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ X .

• Ìå ôï äéÜãñáììá Venn (Venn-Euler Diagrams)

Ôï äéÜãñáììá Venn åßíáé ìéá áðëÞ êëåéóôÞ ãñáììÞ ðïõ äåí ôÝìíåé ôïí åáõôü ôçò.

Ç åðéöÜíåéá ðïõ ðåñéêëåßåé áõôÞ ç ãñáììÞ óõìâïëßæåé ôï óýíïëï. Ôá óôïé÷åßá ôïõ

óõíüëïõ ðáñéóôÜíïíôáé ìå êïõêßäåò óôï åóùôåñéêü ôïõ ðåñéãñÜììáôïò áí ï áñéèìüò

ôïõò åßíáé ìéêñüò, åíþ áí ï áñéèìüò ôïõò åßíáé ìåãÜëïò ôï åóùôåñéêü ôïõ ðåñéãñÜììáôïò

äéáãñáììáôßæåôáé êáôÜëëçëá.

ÏñéóìÝíá óýíïëá áíáöÝñïíôáé óõ÷íÜ óôá ìáèçìáôéêÜ êåßìåíá. Ôá ðéï óçìáíôéêÜ áðü áõôÜ

åßíáé:

• Ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N = {1; 2; 3; : : :}.
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• Ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí Z = {: : : ;−2;−1; 0; 1; 2; : : :}.

• Ôï óýíïëï ôùí ñçôþí áñéèìþí Q = {á
â

: á; â ∈ Z; â 6= 0}.

• Ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R, üðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëïõò ôïõò ñçôïýò êáé

Üññçôïõò áñéèìïýò.

• Ôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C, üðïõ ðåñéëáìâÜíåé áñéèìïýò ìå ðñáãìáôéêü êáé

öáíôáóôéêü ìÝñïò.

Óôçí óõíÝ÷åéá äßíïõìå êÜðïéïõò óôïé÷åéþäåéò ïñéóìïýò:

Ïñéóìüò 2 Ôï óýíïëï × ëÝãåôáé õðïóýíïëï (subset) ôïõ óõíüëïõ Õ , óõìâïëéêÜ × ⊆ Õ ,

áí êáé ìüíï áí êÜèå óôïé÷åßï ôïõ × åßíáé êáé óôïé÷åßï ôïõ Õ .

Ïñéóìüò 3 Ôï óýíïëï × ëÝãåôáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ Õ , óõìâïëéêÜ × ⊂ Õ , áí

êáé ìüíï áí êÜèå óôïé÷åßï ôïõ × åßíáé êáé óôïé÷åßï ôïõ Õ êáé õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí

óôïé÷åßï ôïõ Õ ðïõ äåí áíÞêåé óôï × .

Áí × ⊆ Õ , ôüôå ëÝìå üôé ôï Y åßíáé õðåñóýíïëï ôïõ × , åíþ áí × ⊂ Õ , ôüôå ëÝìå üôé ôï Y

åßíáé ãíÞóéï õðåñóýíïëï ôïõ × .

Ðñïöáíþò ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï × éó÷ýåé üôé × ⊆ × êáé ∅ ⊆ × êáé åðßóçò N ⊂ Z ⊂

Q ⊂ R ⊂ C.

Ïñéóìüò 4 ¸íá óýíïëï × ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé óôïé÷åßá ïíïìÜæåôáé êåíü óýíïëï (empty set)

êáé óõìâïëßæåôáé ìå ∅ Þ {}.

Ïñéóìüò 5 ¸íá óýíïëï × ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ìüíï óôïé÷åßï ïíïìÜæåôáé ìïíïìåëÝò

Þ ìïíïóýíïëï (singleton).

Ïñéóìüò 6 Ôï äõíáìïóýíïëï (power set) åíüò óõíüëïõ X óõìâïëßæåôáé ìå P (X) êáé

ïñßæåôáé ùò ôï óýíïëï üëùí ôùí õðïóõíüëùí ôïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï äõíáìïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ X = {1; 2; 3} åßíáé ôï P (X) = {∅; {1}; {2};

{3}; {1; 2}; {2; 3}; {1; 3}; {1; 2; 3}}.

¸íá ìç êåíü óýíïëï ïíïìÜæåôáé êáèïëéêü (universal) Þ óýíïëï áíáöïñÜò (reference set) Þ

âáóéêü óýíïëï (basic set) êáé óõìâïëßæåôáé ìå Ω. ÏõóéáóôéêÜ ôï óýíïëï áíáöïñÜò áðïôåëåß

ôï óýìðáí, óôï ïðïßï êéíïýìáóôå êáé ïôéäÞðïôå Üëëï áðïôåëåß õðïóýíïëï áõôïý.
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1.1.1 ÐñÜîåéò óõíüëùí

¸óôù äõï ìç êåíÜ óýíïëá X êáé Y , õðïóýíïëá ôïõ óõíüëïõ áíáöïñÜò Ω. Ïñßæïõìå ôéò

áêüëïõèåò ðñÜîåéò [26, óåë.31{33], [24, óåë.22{26]:

• ¸íùóç (union): Ç Ýíùóç ôùí X êáé Y , óõìâïëéêÜ X∪Y , åßíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé

óôïé÷åßá ðïõ áíÞêïõí åßôå óôï X åßôå óôï Y , äçëáäÞ

X ∪ Y = {x : x ∈ X Þ x ∈ Y }:

• ÔïìÞ (intersection): Ç ôïìÞ ôùí óõíüëùí X êáé Y , óõìâïëéêÜ X∩Y , åßíáé ôï óýíïëï

ðïõ ðåñéÝ÷åé óôïé÷åßá ðïõ áíÞêïõí êáé óôï X êáé óôï Y , äçëáäÞ

X ∩ Y = {x : x ∈ X êáé x ∈ Y }:

Áí X ∩ Y = ∅, ôüôå ôá × êáé Õ ïíïìÜæïíôáé îÝíá Þ äéáæåõãìÝíá óýíïëá (disjoint

sets) .

• ÄéáöïñÜ (di�erence): Ç äéáöïñÜ ôùí óõíüëùí X êáé Y , óõìâïëéêÜ X \ Y , åßíáé ôï

óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé óôïé÷åßá ðïõ áíÞêïõí óôï X êáé äåí áíÞêïõí óôï Õ , äçëáäÞ

X \ Y = {x : x ∈ X êáé x =∈ Y }:

• ÓõìðëÞñùìá (complement): Ôï óõìðëÞñùìá ôïõ óõíüëïõ × , óõìâïëéêÜ X̄ , åßíáé ôï

óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá óôïé÷åßá ôïõ Ω ðïõ äåí áíÞêïõí óôï × , äçëáäÞ:

X̄ = {x : x ∈ Ù êáé x =∈ X}:

ÐáñÜäåéãìá 1 ¸óôù ôá óýíïëá X = {1; 4; 5; 6}; Y = {2; 3; 5; 7}; Ω = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}.

Ôüôå X ∪ Y = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} = Ω; X ∩ Y = {5}; X \ Y = {1; 4; 6}; Y \ X = {2; 3; 7};

X̄ = {2; 3; 7}; Ȳ = {1; 4; 6}:

1.1.2 Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï

ÐáñáðÜíù äþóáìå ôïí ïñéóìü ôïõ ìïíïìåëïýò óõíüëïõ. ¸íá äéìåëÝò óýíïëï Þ æåýãïò

åßíáé Ýíá óýíïëï ðïõ áðïôåëåßôáé áðü äýï óôïé÷åßá, ð.÷. × = {1; 4}. Ç óåéñÜ ìå ôçí
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ïðïßá ãñÜöïíôáé ôá óôïé÷åßá åíüò óõíüëïõ äåí Ý÷åé óçìáóßá, äçëáäÞ × = {1; 4} = {4; 1}.

ÕðÜñ÷ïõí üìùò æåýãç, ãéá ôá ïðïßá èÝëïõìå íá Ý÷åé óçìáóßá ðïéï óôïé÷åßï åßíáé ðñþôï êáé

ðïéï äåýôåñï. ÔÝôïéá æåýãç ïíïìÜæïíôáé äéáôåôáãìÝíá (ordered pairs). ¸íá äéáôåôáãìÝíï

æåýãïò ìå ðñþôï ìÝëïò Ýíá óôïé÷åßï á ∈ Á êáé äåýôåñï ìÝëïò Ýíá óôïé÷åßï â ∈ Â óõìâïëß-

æåôáé ìå (á; â). Ç éóüôçôá ôùí æåõãþí (á1; â1) êáé (á2; â2) åêöñÜæåôáé ìå ôçí éóïäõíáìßá

(á1; â1) = (á2; â2)⇐⇒ á1 = á2 êáé â1 = â2:

Ïñéóìüò 7 ¸óôù äýï ìç êåíÜ óýíïëá Á êáé Â. Ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí

(á; â) ìå á ∈ Á êáé â ∈ Â ïíïìÜæåôáé Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï (cartessian product) ôùí Á êáé

Â êáé óõìâïëßæåôáé ìå Á× Â, äçëáäÞ:

Á× Â = {(á; â) : á ∈ Á êáé â ∈ Â}:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôá óýíïëá Á = {3; 5; 7} êáé Â = {4; 5}. Ôüôå Á× Â = {(3; 4); (3; 5);

(5; 4); (5; 5); (7; 4); (7; 5)} êáé Â × Á = {(4; 3); (4; 5); (4; 7); (5; 3); (5; 5); (5; 7)}.

Ãåíéêåýùíôáò ôçí Ýííïéá ôïõ æåýãïõò, ìéá äéáôåôáãìÝíç n-Üäá åßíáé ìéá áêïëïõèßá óôïé÷åßùí

á1; á2; : : : ; án, n ≥ 3, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå (á1; á2; : : : ; án). ¼ðùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ

äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò, áíÜëïãá äéáìïñöþíåôáé êáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï Á1 × Á2 ×

: : :×Án ôùí óõíüëùí Á1; Á2; : : : ; An ðïõ éóïýôáé ìå ôï óýíïëï ôùí äéáôåôáãìÝíùí n-Üäùí,

äçëáäÞ

Á1 × Á2 × : : :× Án = {(á1; á2; : : : ; án) : á1 ∈ Á1; á2 ∈ Á2; : : : ; án ∈ Án}:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôá óýíïëá Á = {1; 5; 7}, Â = {0; 3} êáé Ã = {2; 3; 4}. Ôüôå Á× Â ×

Ã = {(1; 0; 2); (1; 0; 3); (1; 0; 4); (1; 3; 2); (1; 3; 3); (1; 3; 4); (5; 0; 2); (5; 0; 3); (5, 0, 4), (5, 3, 2),

(5; 3; 3); (5; 3; 4); (7; 0; 2); (7; 0; 3); (7; 0; 4); (7; 3; 2); (7; 3; 3); (7; 3; 4)}.

1.2 Óôïé÷åßá Èåùñßáò Ðñáãìáôéêþí Áñéèìþí

ÏÄéáöïñéêüò êáé Ïëïêëçñùôéêüò Ëïãéóìüò, ðåñéï÷Ýò ðïõ èá áíáðôõ÷èïýí óå åðüìåíá êåöÜ-

ëáéá, âáóßæïíôáé óôéò Ýííïéåò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé ôùí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí.

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ðáñïõóéÜóïõìå âáóéêÝò Ýííïéåò ðïõ áöïñïýí ôï óýíïëï ôùí ðñáãìá-

ôéêþí áñéèìþí R, äßíïíôáò Ýìöáóç óôçí Ýííïéá ôïõ äéáóôÞìáôïò. Ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñ-

ôÞóåéò èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí óôï ÊåöÜëáéï 3.
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1.2.1 ÐñÜîåéò óôï óýíïëï R

Óôï óýíïëï R ïñßæåôáé ç ðñÜîç ôçò ðñüóèåóçò (addition) êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý (multi-

plication). Áðü áõôÝò ïñßæïíôáé êáé ïé ðñÜîåéò ôçò áöáßñåóçò êáé ôçò äéáßñåóçò, áíôßóôïé÷á.

Ïñéóìüò 8 [24, óåë. 340] Óå êÜèå äýï áñéèìïýò á; â ∈ R ïé ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé

ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý áíôéóôïé÷ïýí ôïõò áñéèìïýò á + â (á óõí â) êáé áâ (á åðß â) ðïõ

ïíïìÜæïíôáé Üèñïéóìá (sum) êáé ãéíüìåíï (product) ôùí á êáé â, áíôßóôïé÷á.

Ãéá ôéò ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

1. ÁíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá (commutative property)

á + â = â + á êáé áâ = âá

2. ÐñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá (associative property)

(á + â) + ã = á + (â + ã) êáé (áâ)ã = á(âã)

3. ÅðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá (distributive property), ðïõ óõíäõÜæåé ôéò ðñÜîåéò ôçò ðñüóèå-

óçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý.

á(â + ã) = áâ + áã

4. Ãéá êÜèå á ∈ R õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêïß ìåôáîý ôïõò áñéèìïß ðïõ óõìâïëßæïíôáé ìå

0 (ìçäÝí) êáé 1 (ìïíÜäá) êáé éó÷ýåé:

á + 0 = 0 + á = á êáé á1 = 1á = á

Ôá óôïé÷åßá 0 êáé 1 ïíïìÜæïíôáé êáé ïõäÝôåñá Þ ôáõôïôéêÜ óôïé÷åßá (neutral or identity

elements) ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý, áíôßóôïé÷á.

5. Ãéá êÜèå á ∈ R? = R−{0} õðÜñ÷åé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ðïõ ôïí óõìâïëßæïõìå

ìå −á, ôÝôïéïò þóôå á + (−á) = (−á) + á = 0. Ï −á ïíïìÜæåôáé ðñïóèåôéêüò

áíôßóôñïöïò (additive inverse) Þ áðëÜ áíôßèåôïò ôïõ á. Ï áíôßèåôïò ôïõ ìçäåíüò

åßíáé ôï ìçäÝí. Ç ðñÜîç ôçò áöáßñåóçò á − â ðñïêýðôåé áðëÜ ùò ðñüóèåóç ôïõ á
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ìå ôïí áíôßèåôï ôïõ â, äçëáäÞ á − â = á + (−â). Ãéá êÜèå á ∈ R? õðÜñ÷åé Ýíáò

ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ðïõ ôïí óõìâïëßæïõìå ìå á−1, ôÝôïéïò þóôå áá−1 = á−1á = 1.

Ï á−1 ïíïìÜæåôáé ðïëëáðëáóéáóôéêüò áíôßóôñïöïò (multiplicative inverse) Þ áðëÜ

áíôßóôñïöïò ôïõ á. Ç ðñÜîç ôçò äéáßñåóçò á=â, â 6= 0, ðñïêýðôåé áðëÜ ùò ðïëëáðëá-

óéáóìüò ôïõ á ìå ôïí áíôßóôñïöï ôïõ â, äçëáäÞ á=â = á(1=â).

Óôï óýíïëï R äå÷üìáóôå, åðßóçò, üôé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü ìßá ó÷Ýóç

äéÜôáîçò <.

Ïñéóìüò 9 [24, óåë. 342] Ìå ôç ó÷Ýóç äéÜôáîçò ðïõ ïñßæåôáé óôï óýíïëï R ÷áñáêôçñßæå-

ôáé Ýíáò áñéèìüò á ùò ìåãáëýôåñïò áðü (greater than) Ýíáí Üëëï áñéèìü â êáé ãñÜöïõìå

á > â Þ â < á. Ç ó÷Ýóç áõôÞ ïíïìÜæåôáé áíéóüôçôá (inequality).

Ïé áíéóüôçôåò éêáíïðïéïýí ôá áêüëïõèá áîéþìáôá:

1. Éäéüôçôá ôçò ôñé÷ïôïìßáò (trichotomy property): Áí á; â ∈ R, ôüôå éó÷ýåé áðïêëåéóôé-

êÜ ìßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò á = â; á < â; á > â.

2. ÌåôáâáôéêÞ éäéüôçôá (transitivity property): Áí á; â; ã ∈ R ìå á > â êáé â > ã, ôüôå

éó÷ýåé üôé á > ã.

3. Áí á < â Þ á ≤ â, ôüôå ãéá êÜèå ã ∈ R éó÷ýåé á + ã < â + ã Þ á + ã ≤ â + ã.

4. Áí á < â, ôüôå ãéá êÜèå ã ∈ R ìå ã > 0 éó÷ýåé áã < âã êáé ãéá êÜèå ã < 0 éó÷ýåé

áã > âã.

5. Áí á < â êáé ã < ä ôüôå á + ã < â + ä.

Ïñéóìüò 10 ¸óôù Ýíáò áñéèìüò á ∈ R?. Áí á > 0, ôüôå ï á ïíïìÜæåôáé èåôéêüò, áëëéþò

áí á < 0, ôüôå ï á ïíïìÜæåôáé áñíçôéêüò. Ï áñéèìüò á ïíïìÜæåôáé ìç èåôéêüò Þ ìç áñíçôéêüò

áí éó÷ýåé á ≤ 0 Þ á ≥ 0, áíôßóôïé÷á.

ÃåùìåôñéêÜ, ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R ðáñéóôÜíåôáé ìå ìßá åõèåßá, ç ïðïßá

ïíïìÜæåôáé åõèåßá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí Þ ðñáãìáôéêÞ åõèåßá (real line) . ÊÜèå ðñáãìá-

ôéêüò áñéèìüò áíôéóôïé÷åß óå Ýíá êáé ìüíï Ýíá óçìåßï ôçò åõèåßáò êáé áíôéóôñüöùò. Áñ÷Þ
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ôçò åõèåßáò èåùñåßôáé ôï óôáèåñü óçìåßï ðïõ ðáñéóôÜíåé ôïí áñéèìü 0. Ïé èåôéêïß áñéèìïß

âñßóêïíôáé äåîéÜ ôïõ ìçäåíüò êáé ïé áñíçôéêïß áñéóôåñÜ.

Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R2 = R× R = {(á; â) : á; â ∈ R} ôï ðáñéóôÜíïõìå ìå ôçí âïÞèåéá

åíüò óõóôÞìáôïò áîüíùí óôï Åõêëåßäéï åðßðåäï. ÊÜèå óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ áíôéóôïé÷åß óå

Ýíá êáé ìüíï Ýíá æåýãïò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (á; â) êáé áíôéóôñüöùò. Ãé' áõôü ëÝìå üôé

ôï óýíïëï R2 åßíáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôïõ Åõêëåßäéïõ åðéðÝäïõ (Åõêëåßäéïõ ÷þñïõ ôùí

äýï äéáóôÜóåùí). Ôï óýíïëï 0x = {(á; 0) ∈ R2 : á ∈ R} ïíïìÜæåôáé Üîïíáò ôùí x Þ Üîïíáò

ôùí ôåôìçìÝíùí , åíþ ôï óýíïëï 0y = {(â; 0) ∈ R2 : â ∈ R} ïíïìÜæåôáé Üîïíáò ôùí y Þ

Üîïíáò ôùí ôåôáãìÝíùí. Ïé áñéèìïß á êáé â ïíïìÜæïíôáé óõíôåôáãìÝíåò. Áí ïé Üîïíåò

åßíáé êÜèåôïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ôï óýóôçìá ôùí óõíôåôáãìÝíùí ïíïìÜæåôáé ïñèïãþíéï Þ

êáñôåóéáíü [24, óåë.343{344], [26, óåë.36].

1.2.2 ÄéáóôÞìáôá

Ìå âÜóç ôçí äéÜôáîç ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé ôéò éäéüôçôåò ôçò, ïñßæåôáé ç Ýííïéá ôïõ

äéáóôÞìáôïò ìåôáîý äýï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí á êáé â.

Ïñéóìüò 11 ÄéÜóôçìá (interval) óôï R åßíáé ôï óýíïëï ìåôáîý, êáé ðéèáíüí óõìðåñéëáì-

âáíïìÝíùí, äýï ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Ôï äéÜóôçìá áðü ôï á óôï â äçëþíåôáé ùò åîÞò:

• êëåéóôü äéÜóôçìá (closed interval) [á; â]: ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò

x Ýôóé þóôå á ≤ x ≤ â.

• áíïéêôü äéÜóôçìá (open interval) (á; â): ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x

Ýôóé þóôå á < x < â.

• êëåéóôü áñéóôåñÜ äéÜóôçìá (closed to the left interval) [á; â): ðåñéëáìâÜíåé ôïõò

ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé þóôå á ≤ x < â.

• êëåéóôü äåîéÜ äéÜóôçìá (closed to the right interval) (á; â]: ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìá-

ôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé þóôå á < x ≤ â.

Ïñéóìüò 12 ÌÞêïò ôïõ äéáóôÞìáôïò (length of the interval) ìå Üêñá á êáé â ïíïìÜæåôáé

ï ìç áñíçôéêüò áñéèìüò â − á.
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Ïñéóìüò 13 ÄéáóôÞìáôá, ôùí ïðïßùí ôï Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí Üêñï åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá

ïíïìÜæïíôáé ìç öñáãìÝíá äéáóôÞìáôá (unbranded intervals) Þ Üðåéñá (in�nite intervals).

¸óôù á ∈ R. Ôá Üðåéñá äéáóôÞìáôá äéáêñßíïíôáé óå

• áíïéêôü êÜôù öñáãìÝíï (á;+∞): ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé

þóôå x > á.

• áíïéêôü Üíù öñáãìÝíï (−∞; á): ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé

þóôå x < á.

• êëåéóôü êÜôù öñáãìÝíï [á;+∞): ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé

þóôå x ≥ á.

• êëåéóôü Üíù öñáãìÝíï (−∞; á]: ðåñéëáìâÜíåé ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x Ýôóé

þóôå x ≤ á.

• (−∞, +∞) ðåñéëáìâÜíåé üëïõò ôïõò ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò.

Óçìåßùóç 1 Ôï ∞ äåí åßíáé áñéèìüò, áëëÜ ìüíï Ýíá óýìâïëï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôïí

óõìâïëéóìü ôùí Üðåéñùí äéáóôçìÜôùí.

Ôï åóùôåñéêü ôïõ äéáóôÞìáôïò åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áñéèìþí ôïõ äéáóôÞìáôïò åêôüò

ôùí Üêñùí. ¸ôóé ôï åóùôåñéêü ôïõ [á; â] åßíáé ôï (á; â). Ôï äéÜóôçìá (á; â) åßíáé åðßóçò ôï

åóùôåñéêü ôùí äéáóôçìÜôùí (á; â], [á; â) êáé (á; â).
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ÊåöÜëáéï 2

Óôïé÷åßá ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò

Ïé ôå÷íéêÝò ôçò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò åßíáé áðü ôá âáóéêüôåñá åñãáëåßá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

ãéá ôçí áíÜëõóç ïéêïíïìéêþí õðïäåéãìÜôùí1. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áíáöÝñïõìå óôïé÷åéþ-

äåéò ïñéóìïýò êáé ðñÜîåéò ìåôáîý ìçôñþí, èá ðáñïõóéÜóïõìå äýï âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôçí

ïñßæïõóá êáé ôïí âáèìü ìéáò ìÞôñáò êáé èá åðéëýóïõìå ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá ìå äéÜöïñåò

ìåèüäïõò. ÅíäåéêôéêÜ ðñïôåßíïíôáé ôá âéâëßá ôùí Áíáóôáóßïõ [18, Êåö. 4{6], ÎåðáðáäÝá

[26, Êåö. 6{7], ËïõêÜêç [24, Êåö. 3-10] êáé Strang [15].

2.1 Âáóéêïß ïñéóìïß

ÎåêéíÜìå ìå ôïí ïñéóìü ôçò ìÞôñáò:

Ïñéóìüò 14 ÌÞôñá (matrix) Þ ðßíáêáò (array) A = [áij] äéÜóôáóçò m×n, ìå óôïé÷åßá áij,

üðïõ i = 1; 2; : : : ;m êáé j = 1; 2; : : : ; n, ïíïìÜæåôáé ìéá ïñèïãþíéá äéÜôáîç ôùí óôïé÷åßùí

áij ìå m ãñáììÝò êáé n óôÞëåò ôçò ìïñöÞò

Á =


á11 : : : á1n
...

...
...

ám1 : : : ámn

 :

Ôï áij åßíáé ôï óôïé÷åßï ôçò ìÞôñáò Á ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ êáé óôçí j-ïóôÞ

óôÞëç. Ï äåßêôçò i ëÝãåôáé äåßêôçò ãñáììÞò (row index) êáé ï äåßêôçò j ëÝãåôáé äåßêôçò
1Ï üñïò ïéêïíïìéêü õðüäåéãìá áíáöÝñåôáé óå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò åîéóþóåéò, ïé ïðïßåò åêöñÜæïõí ìå

ìáèçìáôéêü ôñüðï ìßá óõãêåêñéìÝíç èåùñßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí åîÝëéîç êÜðïéùí ìåãåèþí
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óôÞëçò (column index). Ôï æåýãïò (m;n) ïíïìÜæåôáé ôÜîç Þ ìÝãåèïò Þ ôýðïò ôçò ìÞôñáò.

Ôá óôïé÷åßá áii; i = 1; : : : ;min{m;n}; êáëïýíôáé äéáãþíéá óôïé÷åßá Þ óôïé÷åßá ôçò êõñßáò

äéáãùíßïõ.

Âáóéæüìåíïé óôïí áñéèìü ôùí ãñáììþí êáé ôùí óôçëþí ìéáò ìÞôñáò, äéáêñßíïõìå äýï êáôçãï-

ñßåò ìçôñþí, ôéò ìç ôåôñáãùíéêÝò êáé ôéò ôåôñáãùíéêÝò. Áêïëïõèåß ï ïñéóìüò ôçò ôåôñáãùíé-

êÞò ìÞôñáò, ðïõ åßíáé ÷ñÞóéìïò ãéá ôçí êáôçãïñéïðïßçóç ôùí äéáöüñùí ìçôñþí.

Ïñéóìüò 15 ÔåôñáãùíéêÞ ìÞôñá (square matrix) ïíïìÜæåôáé ç ìÞôñá ìå ßóï áñéèìü ãñáì-

ìþí êáé óôçëþí.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìßá ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá 2× 2 åßíáé ç

Á =

 5 3

−2 1

 :

2.1.1 Ìç ôåôñáãùíéêÝò ìÞôñåò

1. Ìéá ìÞôñá Á =
(
á1 á2 : : : án

)
ìå ìßá ìüíï ãñáììÞ ëÝãåôáé ìÞôñá-ãñáììÞ (row

matrix).

2. Ìéá ìÞôñá A =


á1

á2
...

ám

 ìå ìßá ìüíï óôÞëç ëÝãåôáé ìÞôñá-óôÞëç (column matrix).

3. ÌçäåíéêÞ ìÞôñá O (zero matrix) åßíáé ìßá ìÞôñá ôÜîçò m × n ôçò ïðïßáò üëá ôá

óôïé÷åßá åßíáé ìçäåíéêÜ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ðáñáêÜôù ìÞôñåò åßíáé ìçäåíéêÝò:


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ;
(

0
)
;


0 0

0 0

0 0

 :

4. ÁíÜóôñïöç Þ åíáëëáãìÝíç ìÞôñá (transpose matrix) ïíïìÜæåôáé ç ìÞôñá ðïõ Ý÷åé

ãñáììÝò ôéò óôÞëåò ôïõ Á êáé óôÞëåò ôéò ãñáììÝò ôïõ Á. Óõìâïëßæåôáé ìå A′ Þ ÁT .

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á =

 2 3

4 0

 ôüôå AÔ =

 2 4

3 0

 :
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2.1.2 ÔåôñáãùíéêÝò ìÞôñåò

1. Ìéá ìÞôñá Á = (á11) ìå Ýíá ìüíï óôïé÷åßï ëÝãåôáé ìÞôñá-óôïé÷åßï .

2. Ìïíáäéáßá ìÞôñá Én = [äij] (unit matrix Þ identity matrix) åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ

ìÞôñá ôÜîçò n×n ôçò ïðïßáò üëá ôá óôïé÷åßá ôçò êýñéáò äéáãùíßïõ åßíáé ßóá ìå 1 åíþ

üëá ôá õðüëïéðá åßíáé ßóá ìå 0, äçëáäÞ

äij =

 1 ; i = j

0 ; i 6= j:

Ãéá ðáñÜäåéãìá,

É3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


3. Äéáãþíéá ìÞôñá (diagonal matrix) åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá ôçò ïðïßáò üëá ôá

óôïé÷åßá åêôüò ôçò êýñéáò äéáãùíßïõ åßíáé ìçäÝí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ðáñáêÜôù ìÞôñåò

åßíáé äéáãþíéåò:

 3 0

0 −4

 ;

 0 3

3 0

 :

Ðñïöáíþò êÜèå ìïíáäéáßá ìÞôñá åßíáé äéáãþíéá ìÞôñá.

4. ¢íù ôñéãùíéêÞ (upper triangular) Þ áðëÜ ôñéãùíéêÞ (triangular) ìÞôñá åßíáé ìéá

ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá A = [áij] ôçò ïðïßáò üëá ôá óôïé÷åßá ðïõ åßíáé êÜôù áðü ôçí

êýñéá äéáãþíéï åßíáé ìçäåíéêÜ, äçëáäÞ áij = 0 ãéá êÜèå i > j. Áí áij = 0 ãéá êÜèå

i < j, ôüôå ç ìÞôñá ëÝãåôáé êÜôù ôñéãùíéêÞ (lower triangular).

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ìÞôñá

 1 3

0 −5

 åßíáé Üíù ôñéãùíéêÞ, åíþ ç

 5 0

3 −1

 åßíáé

êÜôù ôñéãùíéêÞ. ÊÜèå äéáãþíéá ìÞôñá åßíáé Üíù êáé êÜôù ôñéãùíéêÞ.

5. ÓõììåôñéêÞ ìÞôñá (symmetric matrix) åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá A = [áij] ãéá ôçí

ïðïßá éó÷ýåé áij = áji ãéá êÜèå i; j = 1; 2; : : : ; n. Ðñïöáíþò êÜèå óõììåôñéêÞ ìÞôñá
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ôáõôßæåôáé ìå ôçí áíÜóôñïöÞ ôçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç ìÞôñá
3 0 −1

0 5 7

−1 7 4


åßíáé óõììåôñéêÞ.

6. ÁíôéóõììåôñéêÞ ìÞôñá (skew-symmetric matrix) åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá A = [áij]

ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé áij = −áji ãéá êÜèå i; j = 1; 2; : : : ; n.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ìÞôñá 
0 2 −5

−2 0 3

5 −3 0


åßíáé áíôéóõììåôñéêÞ. Ìðïñïýìå åýêïëá íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ìéá áíôéóõììåôñéêÞ

ìÞôñá ôáõôßæåôáé ìå ôçí áíôßèåôç2 ôçò áíÜóôñïöçò ôçò.

2.2 ÐñÜîåéò ìå ìÞôñåò

Ïé ìÞôñåò ðñïóôßèåíôáé ìåôáîý ôïõò êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáé. Ðñéí äïýìå üìùò ôéò ðñÜîåéò

ôùí ìçôñþí, èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôçò éóüôçôáò äýï ìçôñþí.

Ïñéóìüò 16 [18, óåë. 129] Äýï ìÞôñåò A = [áij] êáé B = [âij] ëÝãïíôáé ßóåò, áí êáé ìüíï

áí åßíáé ôçò ßäéáò ôÜîçò m × n êáé üëá ôá óôïé÷åßá ôïõò åßíáé ßóá, Ýíá ðñïò Ýíá, äçëáäÞ

áí [áij] = [âij]⇐⇒ áij = âij ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ;m êáé j = 1; 2; : : : ; n.

2.2.1 Ðñüóèåóç ìçôñþí

Äýï ìÞôñåò Á êáé Â ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí ìüíï áí Ý÷ïõí ôéò ßäéåò äéáóôÜóåéò.

Ïñéóìüò 17 ¸óôù äýï ìÞôñåò Á = [áij] êáé Â = [âij] ôÜîçò m × n. Ôï Üèñïéóìá Á + Â

åßíáé ìßá ìÞôñá Ã = [ãij] ôÜîçò m×n êáé óôïé÷åßá ôï Üèñïéóìá ôùí áíôßóôïé÷ùí óôïé÷åßùí

ôùí Á êáé Â, äçëáäÞ:

ãij = áij + âij:

2Ôïí ïñéóìü ôçò áíôßèåôçò ìéáò ìÞôñáò äßíïõìå óå åðüìåíç åíüôçôá.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á =

 1 5 2

0 −1 3

 êáé Â =

 1 2 5

−2 6 0

 ôüôå

Á + Â =

 2 7 7

−2 5 3

 :

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò ìçôñþí ðñïêýðôïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. ÁíôéìåôáèåôéêÞ : Áí Á;Â åßíáé ìÞôñåò ôÜîçò m× n ôüôå Á + Â = Â + Á.

2. ÐñïóåôáéñéóôéêÞ : Áí Á;Â; Ã åßíáé ìÞôñåò ôÜîçò m×n ôüôå Á+(Â+Ã) = (A+B)+Ã.

3. ÏõäÝôåñï óôïé÷åßï : Ç ìçäåíéêÞ ìÞôñá O åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï. Ãéá êÜèå ìÞôñá

Á éó÷ýåé Á + O = O + Á = Á.

2.2.2 Ðïëëáðëáóéáóìüò ìÞôñáò ìå áñéèìü

Ïñéóìüò 18 Áí ë Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò êáé Á = [áij] ìéá ìÞôñá ôÜîçò m × n, ôï

ãéíüìåíï ëÁ åßíáé ìéá ìÞôñá ôÜîçò m× n ðïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí Á áí êÜèå óôïé÷åßï ôçò

ðïëëáðëáóéáóôåß åðß ë.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á =

 1 2 −3

6 −4 5

, ôüôå 2Á =

 2 4 −6

12 −8 10

.
Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ìÞôñáò åðß Ýíá ðñáãìáôéêü áñéèìü ðñïêýðôïõí ïé

ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. ë(Á + Â) = ëÁ + ëÂ

2. (ë + ì)A = ëÁ + ìÁ

3. (ëì)A = ë(ì(A)), üðïõ ë; ì åßíáé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß

4. 1 · Á = Á.
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2.2.3 Ãéíüìåíï ìçôñþí

Ïñéóìüò 19 ¸óôù äýï ìÞôñåò Á = [áij] ôÜîçò n ×m êáé Â=[âij] ôÜîçò m × r, ôüôå ôï

ãéíüìåíï ÁÂ åßíáé ìÞôñá Ã ôÜîçò n× r, ìå óôïé÷åßá

ãij =
m∑
k=1

áikâkj:

Ôï ãéíüìåíï ïñßæåôáé ìüíï áí ôï ðëÞèïò ôùí óôçëþí ôçò ìÞôñáò Á éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò

ôùí ãñáììþí ôçò ìÞôñáò Â.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á =

 4 0 −1

2 2 3

 êáé Â =


1 −2 3

2 4 6

0 3 4

, ôüôå

ÁÂ =

 4 −11 8

6 13 30

 :

Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ìçôñþí ðñïêýðôïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. (A + B) · Ã = A · Ã + Â · Ã

2. Ã · (A + B) = Ã · A + Ã ·B

3. (A ·B) · Ã = A · (B · Ã)

4. k · (A ·B) = (k · A) ·B = A · (k ·B)

5. ImA = AIn = A

Óôï ãéíüìåíï ìçôñþí äåí éó÷ýåé ç áíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá, äçëáäÞ ÁÂ 6= ÂÁ, áêüìá êáé áí

ïñßæåôáé ôï ãéíüìåíï ÂÁ.

2.3 Áíôßèåôç êáé Áíôßóôñïöç ìÞôñá

¸÷ïíôáò äþóåé ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò êáé ôïõ ãéíïìÝíïõ äýï ìçôñþí, ìðïñïýìå íá

ðáñïõóéÜóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò áíôßèåôçò êáé ôçò áíôßóôñïöçò ìéáò ìÞôñáò.
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Ïñéóìüò 20 ¸óôù ìÞôñá Á ôÜîçò m × n. Ç áíôßèåôç ôçò Á, óõìâïëßæåôáé ìå −Á, åßíáé

ìßá ìÞôñá ôÜîçò m× n ìå óôïé÷åßá ôá áíôßèåôá ôçò Á.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, −

 −2 4

0 3

 =

 2 −4

0 −3

 :

Ç äéáöïñÜ Á− Â ôùí ìçôñþí Á êáé Â ôÜîçò m× n ïñßæåôáé ùò Á− Â = Á + (−Â).

Ïñéóìüò 21 ¸óôù ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá Á ôÜîçò n × n. H áíôßóôñïöç (inverse) ôçò A,

óõìâïëßæåôáé ìå Á−1, åßíáé ìßá ìÞôñá ôÜîçò n×n ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé ÁÁ−1 = Á−1Á =

É, üðïõ Én.

Ç áíôßóôñïöç ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ìÞôñáò Á äåí ïñßæåôáé ðÜíôá. Áí õðÜñ÷åé ç Á−1, ôüôå

ç Á ëÝãåôáé áíôéóôñÝøéìç Þ ìç éäéÜæïõóá (non singular). Óå äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç, ç Á

êáëåßôáé ìç áíôéóôñÝøéìç Þ éäéÜæïõóá (singular). Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá áíáöÝñïõìå ìéá

éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ìßá ìÞôñá ìç éäéÜæïõóá.

Éó÷ýåé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 1 [18, óåë. 155] Ç áíôßóôñïöç ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ìÞôñáò, åöüóïí õðÜñ÷åé, åßíáé

ìïíáäéêÞ.

2.4 Oñßæïõóá ìÞôñáò

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò Ýííïéáò ôçò ïñßæïõóáò, åßíáé áíáãêáßï ðñþôá íá áíáöåñèïýìå óôéò

Ýííïéåò ôçò åëÜóóïíáò ïñßæïõóáò êáé ôïõ áëãåâñéêïý óõìðëçñþìáôïò.

Ïñéóìüò 22 ¸óôù ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá Á = [áij] ôÜîçò n× n. Ç ìÞôñá ðïõ ðñïêýðôåé áðü

ôçí Á ìå áðáëïéöÞ ôçò i-ïóôÞò ãñáììÞò êáé ôçò j-ïóôÞò óôÞëçò ïíïìÜæåôáé õðïìÞôñá ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôï óôïé÷åßï áij êáé óõìâïëßæåôáé ìå Ìij. Ç ïñßæïõóá |Ìij| áõôÞò êáëåßôáé

õðïïñßæïõóá Þ åëÜóóïíá ïñßæïõóá (minor determinant) ôçò ìÞôñáò Á ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôï óôïé÷åßï áij. Ôï áëãåâñéêü óõìðëÞñùìá Þ ðñïóçìáóìÝíç åëÜóóùí ôïõ óôïé÷åßïõ áij

óõìâïëßæåôáé ìå Äij êáé ïñßæåôáé ùò

Äij = (−1)i+j|Ìij|:

Ç ìÞôñá [Äij] êáëåßôáé ìÞôñá ôùí áëãåâñéêþí óõìðëçñùìÜôùí ôçò Á.
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Ïñéóìüò 23 [18, óåë. 194] Ïñßæïõóá (determinant) det(A) Þ |Á| ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ìÞ-

ôñáò Á ôÜîçò n× n åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí ãéíïìÝíùí ðïõ ðñïêýðôïõí, áí ôá óôïé÷åßá ìéáò

ãñáììÞò Þ óôÞëçò ðïëëáðëáóéáóôïýí åðß ôá áíôßóôïé÷á áëãåâñéêÜ ôïõò óõìðëçñþìáôá.

ÄçëáäÞ

|A| =
n∑
j=1

áijÄij (áíÜðôõãìá ùò ðñïò ôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ)

Þ

|A| =
n∑
i=1

áijÄij (áíÜðôõãìá ùò ðñïò ôçí j-ïóôÞ óôÞëç)

2.4.1 Õðïëïãéóìüò Ïñßæïõóáò

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñßæïõóáò åîáñôÜôáé áðü ôçí ôÜîç ôçò ìÞôñáò.

• n = 1

Ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò Á = (á11) åßíáé ßóç ìå áõôü ôï óôïé÷åßï, äçëáäÞ

|Á| = |á11| = á11:

Ç ïñßæïõóá áõôÞ ïíïìÜæåôáé ïñßæïõóá ðñþôçò ôÜîçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á = (5) ôüôå

|Á| = 5.

• n = 2

H ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò Á =

 á11 á12

á21 á22

 åßíáé ßóç ìå

|Á| =

∣∣∣∣∣∣ á11 á12

á21 á22

∣∣∣∣∣∣ = á11á22 − á12á21:

Ç ïñßæïõóá áõôÞ ïíïìÜæåôáé ïñßæïõóá äåýôåñçò ôÜîçò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá,

∣∣∣∣∣∣ 2 4

−3 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 1− (−3) · 4 = 14

• n = 3

Ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò Á =


á11 á12 á13

á21 á22 á23

á31 á32 á33

 åßíáé ßóç ìå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
á11 á12 á13

á21 á22 á23

á31 á32 á33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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= (−1)1+1á11

∣∣∣∣∣∣ á22 á23

á32 á33

∣∣∣∣∣∣+ (−1)1+2á12

∣∣∣∣∣∣ á21 á23

á31 á33

∣∣∣∣∣∣+ (−1)1+3á13

∣∣∣∣∣∣ á21 á22

á31 á32

∣∣∣∣∣∣ =

= á11

∣∣∣∣∣∣ á22 á23

á32 á33

∣∣∣∣∣∣− á12

∣∣∣∣∣∣ á21 á23

á31 á33

∣∣∣∣∣∣+ á13

∣∣∣∣∣∣ á21 á22

á31 á32

∣∣∣∣∣∣ :
Ç ïñßæïõóá ðñïêýðôåé áðü ôïí Ïñéóìü 23 áíáðôýóóïíôáò ùò ðñïò ôçí ðñþôç ãñáììÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2

3 −2 1

4 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ·

∣∣∣∣∣∣ −2 1

−5 0

∣∣∣∣∣∣− 3 ·

∣∣∣∣∣∣ 1 2

−5 0

∣∣∣∣∣∣+ 4 ·

∣∣∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣∣∣ = −10:

• n > 3

Ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò Á =


1 −1 −6 −5

1 1 2 3

−1 2 5 4

2 1 0 1

 åßíáé ßóç ìå

1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 5 4

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −6 −5

2 5 4

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −6 −5

1 2 3

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −6 −5

1 2 3

2 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 5 4

0 1

∣∣∣∣∣∣−2 ·

∣∣∣∣∣∣ 2 3

0 1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ 2 3

5 4

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ 5 4

0 1

∣∣∣∣∣∣+2

∣∣∣∣∣∣ −6 −5

0 1

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣ −6 −5

5 4

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ 2 3

0 1

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣ −6 −5

0 1

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣ −6 −5

2 3

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣ 2 3

5 4

∣∣∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣∣∣ −6 −5

5 4

∣∣∣∣∣∣− 4

∣∣∣∣∣∣ −6 −5

2 3

∣∣∣∣∣∣ = 10

Ìßá Üëëç ìÝèïäïò õðïëïãéóìïý ôçò ìåãáëýôåñçò ôçò ôñßôçò ôÜîçò ïñßæïõóáò åßíáé ï

õðïâéâáóìüò ôçò ôÜîçò ôçò åöáñìüæïíôáò äéáäï÷éêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò ìÝ÷ñéò üôïõ

ôá óôïé÷åßá ìéáò ãñáììÞò Þ ìéáò óôÞëçò ãßíïõí üëá, ðëçí åíüò, ßóá ìå ìçäÝí. Ãéá íá

õðïâéâÜóïõìå ìéá ïñßæïõóá |Á| ôÜîçò n, óå ïñßæïõóá ôÜîçò n − 1, áêïëïõèïýìå ôá

ðáñáêÜôù âÞìáôá:
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1. ÅðéëÝãïõìå Ýíá óôïé÷åßï áij = 1 Þ áí äåí õðÜñ÷åé, áij 6= 0.

2. ×ñçóéìïðïéïýìå ôï óôïé÷åßï áõôü ùò ïäçãü êáé åöáñìüæïõìå óôïé÷åéþäåéò ìåôá-

ó÷çìáôéóìïýò ãñáììþí Þ óôçëþí Ýôóé þóôå ôá óôïé÷åßá ôçò ãñáììÞò Þ ôçò óôÞëçò

óôçí ïðïßá áíÞêåé ôï áij íá ãßíïõí ìçäÝí.

3. Áíáðôýóóïõìå ôçí ïñßæïõóá êáôÜ ôá óôïé÷åßá ôçò ãñáììÞò Þ ôçò óôÞëçò óôçí

ïðïßá áíÞêåé ôï áij.

Ìå ôïí üñï £óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß ìÞôñáò ¤ åííïïýìå ðñÜîåéò ðïõ ìðïñïýí íá

ãßíïõí óôéò ãñáììÝò êáé óôéò óôÞëåò ìéáò ìÞôñáò:

{ ÅíáëëáãÞ äýï ãñáììþí Þ óôçëþí. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò

ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé áíôßèåôç áðü ôçí ïñßæïõóá ôçò áñ÷éêÞò ìÞôñáò.

{ Ðïëëáðëáóéáóìüò üëùí ôùí óôïé÷åßùí ìéáò ãñáììÞò Þ ìéáò óôÞëçò ìå Ýíáí áñéèìü

ë 6= 0. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ë öïñÝò

ç ïñßæïõóá ôçò áñ÷éêÞò ìÞôñáò.

{ ÁíôéêáôÜóôáóç ôùí óôïé÷åßùí ìéáò ãñáììÞò Þ óôÞëçò ìå ôá óôïé÷åßá ðïõ ðñïêý-

ðôïõí áí óôá óôïé÷åßá áõôÞò ðñïóèÝóïõìå ôá óôïé÷åßá ìéáò Üëëçò ãñáììÞò Þ

óôÞëçò, áöïý ðñþôá ðïëëáðëáóéáóôïýí ìå ôïí ßäéï áñéèìü ë 6= 0. Óå áõôÞ ôçí

ðåñßðôùóç, ç ïñßæïõóá ôçò ìÞôñáò ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ßäéá ìå ôçí ïñßæïõóá ôçò

áñ÷éêÞò ìÞôñáò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç ïñßæïõóá ìßáò ôåôñáãùíéêÞò ìÞôñáò |Á| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −6 −5

1 1 2 3

−1 2 5 4

2 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Åöáñìüæïíôáò ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Ã2 → Ã2 − Ã1; Ã3 → Ã3 + Ã1; Ã4 → Ã4 − 2Ã1 ðñïêý-

ðôåé ç ïñßæïõóá ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −6 −5

0 2 8 8

0 1 −1 −1

0 3 12 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:
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Ç ïñßæïõóá ôñßôçò ôÜîçò

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 8 8

1 −1 −1

3 12 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ìåôáôñÝðåôáé óå

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1

0 10 10

0 15 14

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ìåôÜ áðü ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò: Ã2 ↔ Ã1; Ã2 → Ã2 − 2Ã1 êáé Ã3 → Ã3 − 3Ã1. ¢ñá ç

áñ÷éêÞ ïñßæïõóá åßíáé |Á| = −

∣∣∣∣∣∣ 10 10

15 14

∣∣∣∣∣∣ = −10

∣∣∣∣∣∣ 1 1

15 14

∣∣∣∣∣∣ = −10(−1) = 10.

2.4.2 Ó÷Ýóç áíôßóôñïöçò êáé ðñïóáñôçìÝíçò ìÞôñáò

ÁíáöÝñáìå Þäç ôçí Ýííïéá ôçò ìÞôñáò ôùí áëãåâñéêþí óõìðëçñùìÜôùí ìéáò ôåôñáãùíéêÞò

ìÞôñáò Á ôÜîçò n. H ðñïóáñôçìÝíç (adjoint) ôçò ìÞôñáò Á óõìâïëßæåôáé ìå Á? êáé ïñßæåôáé

ùò ç áíÜóôñïöç ôçò ìÞôñáò ôùí áëãåâñéêþí óõìðëçñùìÜôùí, äçëáäÞ

Á? = [Mji]:

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá öáíåñþíåé ôç ó÷Ýóç áíôßóôñïöçò êáé ðñïóáñôçìÝíçò ìÞôñáò:

Èåþñçìá 1 [18, óåë. 199] Óå êÜèå ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá Á, ï ðñïóáñôçìÝíïò ðßíáêáò Á?

éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç

Á · Á? = A? · A = |A|I:

Áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìå 1
|A| , ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç

Á · A
?

|A|
=

A?

|A|
· A = I =⇒ A−1 =

1

|A|
· A?:

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá íá õðÜñ÷åé ç áíôßóôñïöç ôçò ìÞôñáò Á ðñÝðåé ç ïñßæïõóá ôçò íá åßíáé

äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò. Áí |Á| 6= 0, ôüôå ç ìÞôñá ïíïìÜæåôáé ìç éäéÜæïõóá (non singular). Áí

|Á| = 0, ôüôå ç ìÞôñá ïíïìÜæåôáé éäéÜæïõóá (singular).

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí Á =

 3 −1

−2 4

 ôüôå |Á| = 10 6= 0. ¢ñá ç ìÞôñá åßíáé áíôéóôñÝøéìç.

Ç ìÞôñá áëãåâñéêþí óõìðëçñùìÜôùí, ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ç [Ìij] =

 4 2

1 3

 êáé ç
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ðñïóáñôçìÝíç åßíáé ç Á? =

 4 1

2 3

. Óõíåðþò, ç áíôßóôñïöç ôçò ìÞôñáò Á åßíáé

A−1 =
1

|A|
· A? =

1

10

 4 1

2 3

 =

 4=10 1=10

2=10 3=10

 :

2.4.3 Âáèìüò ìÞôñáò

¸íá óôïé÷åßï ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ìéá ìÞôñá åßíáé ï âáèìüò ôçò.

Ïñéóìüò 24 [18, óåë.212] Áí Á åßíáé ìßá ìÞôñá ôÜîçò m × n, ï âáèìüò (rank) ôçò Á

óõìâïëßæåôáé ìå rank(A) êáé åßíáé ï áêÝñáéïò r ðïõ åêöñÜæåé ôçí ôÜîç r ìéáò ìç ìçäåíéêÞò

õðïïñßæïõóáò ôçò Á, åíþ êÜèå Üëëç õðïïñßæïõóá ôÜîçò ìåãáëýôåñçò ôïõ r åßíáé ßóç ìå

ìçäÝí.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ï âáèìüò ôçò ìÞôñáò Á =

 3 −2 5

7 −4 1

 åßíáé ßóïò ìå rank(A) = 2, ãéáôß

õðÜñ÷åé õðïïñßæïõóá äåýôåñçò ôÜîçò äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, ð.÷. ç

∣∣∣∣∣∣ 3 −2

7 −4

∣∣∣∣∣∣ = 2, åíþ ï

âáèìüò ôçò Â =

 3 −2 5

6 −4 10

 åßíáé ßóïò ìå rank(Â) = 1 ãéáôß üëåò ïé õðïïñßæïõóåò

äåýôåñçò ôÜîçò åßíáé ìçäåíéêÝò, åíþ õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá õðïïñßæïõóá ðñþôçò ôÜîçò

äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

Èåþñçìá 2 [18, óåë. 214] Ï âáèìüò ìéáò ìÞôñáò äåí áëëÜæåé áí åêôåëåóôïýí óå áõôÞí

ïðïéïéäÞðïôå óôïé÷åéþäåéò ìåôáó÷çìáôéóìïß åðß ôùí ãñáììþí Þ ôùí óôçëþí ôçò.

Áí ìéá ìÞôñá Á ðñïêýðôåé áðü ìéá ìÞôñá Â ìÝóù ìéáò óåéñÜò óôïé÷åéùäþí ìåôáó÷çìáôéóìþí,

ôüôå ïé ìÞôñåò Á êáé Â êáëïýíôáé éóïäýíáìåò êáé óõìâïëßæïíôáé ìå Á ∼ B.

Óçìåßùóç 2 [26, óåë. 247] Áí ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá ôÜîçò n × n åßíáé ìç éäéÜæïõóá,

ôüôå r(A) = n. Áí ç ìÞôñá åßíáé éäéÜæïõóá, ôüôå r(A) < n.
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2.5 Åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí

Ïñéóìüò 25 [18, óåë. 226{227] ÊÜèå åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

á1x1 + á2x2 + : : : + ánxn = â1

ëÝãåôáé ãñáììéêÞ åîßóùóç ìå áãíþóôïõò x1; x2; : : : ; xn êáé óõíôåëåóôÝò á1; á2; : : : ; án.

¸íá ãñáììéêü óýóôçìá m åîéóþóåùí ìå n áãíþóôïõò ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ùò:

á11x1 + á12x2 + : : : + á1nxn = â1

á21x1 + á22x2 + : : : + á2nxn = â2

: : :

ám1x1 + ám2x2 + : : : + ámnxn = âm

Þ ðéï óõíïðôéêÜ ùò A× = B, üðïõ

Á =


á11 á12 : : : á1n

á21 á22 : : : á2n

: : : : : : : : : : : :

ám1 ám2 : : : ámn

 åßíáé ç ìÞôñá (m× n) ôùí óõíôåëåóôþí,

X =


x1

x2
...

xn

 åßíáé ôï äéÜíõóìá-óôÞëç ôùí áãíþóôùí êáé

B =


â1

â2
...

âm

 åßíáé ôï äéÜíõóìá-óôÞëç ôùí óôáèåñþí üñùí.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ìÞôñá Á ðåñéÝ÷åé ùò óôïé÷åßá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí áãíþóôùí áëëÜ

êáé ôïõò óôáèåñïýò üñïõò ôïõ óõóôÞìáôïò ïíïìÜæåôáé åðáõîçìÝíç ìÞôñá (augmented ma-

trix) ôïõ óõóôÞìáôïò. Óõìâïëßæåôáé:

[Á
|
|Â] =


á11 á12 : : : á1n â1

á21 á22 : : : á2n â2

: : : : : : : : : : : : : : :

ám1 ám2 : : : ámn âm


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Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí åðßëõóç ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, èá ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå üôé Ýíá

óýóôçìá ìðïñåß íá Ý÷åé ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò ëýóåéò Þ êáé êáìßá ëýóç. Ìå ôïí üñï £ëýóç¤

åííïïýìå êÜèå n-Üäá áãíþóôùí ðïõ åðáëçèåýåé ôï ãñáììéêü óýóôçìá. Óôçí ðåñßðôùóç,

ëïéðüí, ðïõ ôï óýóôçìá Ý÷åé ëýóç ïíïìÜæåôáé óõìâéâáóôü. ÄéáöïñåôéêÜ, áí äåí õðÜñ÷åé

ëýóç ïíïìÜæåôáé ìç óõìâßâáóôï Þ áäýíáôï.

2.5.1 ÌÝèïäïò ïñéæïõóþí

Ç ìÝèïäïò ôùí ïñéæïõóþí âáóßæåôáé óôïí êáíüíá ôïõ Cramer. Åöáñìüæåôáé óå ôåôñáãùíéêÝò

ìÞôñåò, ðïõ åßíáé ìç éäéÜæïõóåò.

Ïñéóìüò 26 [18, óåë. 227] ÊÜèå ãñáììéêü óýóôçìá óôï ïðïßï ôï ðëÞèïò ôùí åîéóþóåùí

åßíáé ßóï ìå ôï ðëÞèïò ôùí áãíþóôùí, äçëáäÞ m = n êáé ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí

áãíþóôùí åßíáé ìç ìçäåíéêÞ, ïíïìÜæåôáé óýóôçìá Cramer.

Ôï óýóôçìá Cramer Ý÷åé ìßá êáé ìüíï ëýóç, ôçí

x1 =
|A1|
|A|

; x2 =
|A2|
|A|

; : : : ; xn =
|An|
|A|

üðïõ |A1|; |A2|; : : : ; |An| ïé ïñßæïõóåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí |Á|, áí óôçí èÝóç ôùí óõíôåëå-

óôþí ôùí áãíþóôùí x1; x2; : : : ; xn èÝóïõìå ôïõò óôáèåñïýò üñïõò, áíôßóôïé÷á.

Äéåñåýíçóç Ãñáììéêïý ÓõóôÞìáôïò

• Áí m = n, áí äçëáäÞ ôï ðëÞèïò ôùí åîéóþóåùí éóïýôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí áãíþóôùí,

ôï óýóôçìá Ý÷åé:

{ ìßá êáé ìüíï ëýóç, áí |A| 6= 0

{ êáìßá ëýóç, áí |Á| = 0 êáé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ïñßæïõóá áðü ôéò |A1|; |A2|; : : : ; |An|

åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò

{ Üðåéñåò ëýóåéò, áí |Á| = 0 êáé |A1| = |A2| = : : : = |An| = 0 ìå ôçí ðñïûðüèåóç

üôé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí õðïïñßæïõóá n− 1 ôÜîçò åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï óýóôçìá
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2x− 5y = 3

−x + 4y = 7

Åßíáé

|Á| =

∣∣∣∣∣∣ 2 −5

−1 4

∣∣∣∣∣∣ = 3 6= 0

Üñá ôï óýóôçìá Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç, ôçí x = |Ax|
|A| êáé y = |Ay |

|A| .

Åßíáé

|Áx| =

∣∣∣∣∣∣ 3 −5

7 4

∣∣∣∣∣∣ = 47

|Áy| =

∣∣∣∣∣∣ 2 3

−1 7

∣∣∣∣∣∣ = 17

¢ñá ç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ç (x; y) =
(

47
3
; 17

3

)
.

• Áí m > n, äçëáäÞ áí ôï ðëÞèïò ôùí åîéóþóåùí åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ðëÞèïò ôùí

áãíþóôùí, ôüôå ôï óýóôçìá Ý÷åé ìßá Þ êáìßá ëýóç. Áí m− n = k ðáñáëåßðïõìå ôéò k

åîéóþóåéò. ¸ôóé ðñïêýðôåé Ýíá íÝï óýóôçìá n åîéóþóåùí ìå n áãíþóôïõò, óôï ïðïßï

áí |A| 6= 0, èá Ý÷ïõìå ìßá ëýóç. Ç ëýóç áõôÞ áðïôåëåß ëýóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò

áí åðáëçèåýåé êáé ôéò õðüëïéðåò k åîéóþóåéò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï óýóôçìá

x + 4y = 9

3x− y = 1

−x + 2y = 3

Éó÷ýåé m > n, Üñá k = m− n = 1. Ðáñáëåßðïõìå ìßá åîßóùóç, Ýóôù ôçí ôñßôç, ïðüôå

ðñïêýðôåé ôï óýóôçìá:

x + 4y = 9

3x− y = 1

24



Ðáßñíïõìå ôçí ïñßæïõóá

|Á| =

∣∣∣∣∣∣ 1 4

3 −1

∣∣∣∣∣∣ = −13 6= 0:

¢ñá ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óýóôçìá Cramer ìå ìïíáäéêÞ ëýóç, ôçí x = |Ax|
|A| êáé y = |Ay |

|A| .

Åýêïëá ðñïêýðôåé üôé (x; y) = (1; 2). Ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç áõôÞ åðáëçèåýåé êáé

ôçí ôñßôç åîßóùóç, Üñá áðïôåëåß ëýóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò.

• Áí m < n, äçëáäÞ áí ôï ðëÞèïò ôùí åîéóþóåùí åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ðëÞèïò ôùí

áãíþóôùí, ôüôå ôï óýóôçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò Þ êáìßá. ÅîåôÜæïõìå áí óôç ìÞôñá

ôùí óõíôåëåóôþí õðÜñ÷åé ìç ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá. Áí õðÜñ÷åé, ôüôå äßíïõìå óôïõò n−k

õðüëïéðïõò áãíþóôïõò áõèáßñåôåò ôéìÝò êáé ëýíïõìå ôï óýóôçìá, ôï ïðïßï Ý÷åé Üðåéñåò

ëýóåéò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï óýóôçìá

2x− y + z = 1

x + y − 2z = −1

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí åîéóþóåùí åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ðëÞèïò ôùí áãíþ-

óôùí. ÕðÜñ÷åé ïñßæïõóá äåýôåñçò ôÜîçò äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, ð.÷.

|Á| =

∣∣∣∣∣∣ 2 −1

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 3 6= 0

ÅðïìÝíùò, ôï óýóôçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò.

Ôá óôïé÷åßá ôçò ïñßæïõóáò |Á| åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò ôùí x êáé y. Ïðüôå ìåôáöÝñïõìå

ôïõò üñïõò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï z óôï äåýôåñï ìÝëïò êáé ôï óýóôçìá ãñÜöåôáé:

2x− y = −z + 1

x + y = 2z − 1

Åðéëýïõìå ôï óýóôçìá êáé âñßóêïõìå ôéò ôéìÝò ôùí x êáé y óõíáñôÞóåé ôïõ z:
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x =
|Áx|
|A|

=

∣∣∣∣∣∣ −z + 1 −1

2z − 1 1

∣∣∣∣∣∣
3

=
z

3
êáé y =

|Ay|
|A|

=

∣∣∣∣∣∣ 2 −z + 1

1 2z − 1

∣∣∣∣∣∣
3

=
5z − 3

3

¢ñá ïé ëýóåéò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò åßíáé ïé (x; y; z) =
(
z
3
; 5z−3

3
; z
)
; z ∈ R.

2.5.2 ÌÝèïäïò ðéíÜêùí

Áí r ï âáèìüò ôçò ìÞôñáò Á ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ óõóôÞìáôïò êáé R ï âáèìüò ôçò åðáõîç-

ìÝíçò ìÞôñáò éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

• Áí r = R, ôüôå ôï óýóôçìá Ý÷åé ëýóç:

1. Áí r = R = n, ôüôå ôï óýóôçìá Ý÷åé ìßá ìüíï ëýóç.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï óýóôçìá

x− y = 0

2x− 3y = 1

3x− 4y = 1

Ç ìÞôñá ôùí óõíôåëåóôþí åßíáé âáèìïý 2, äçëáäÞ r = 2, ãéáôß õðÜñ÷åé ïñßæïõóá

äåýôåñçò ôÜîçò äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, ð.÷.

∣∣∣∣∣∣ 2 −3

3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0. Ç åðáõîçìÝíç

ìÞôñá åßíáé åðßóçò âáèìïý 2, äçëáäÞ R = 2, ãéáôß ç ïñßæïõóá ôñßôçò ôÜîçò åßíáé

ìçäÝí, áëëÜ õðÜñ÷åé ïñßæïõóá äåýôåñçò ôÜîçò äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò. ÅðåéäÞ r =

R = n, ôï óýóôçìá Ý÷åé ìßá ëýóç, ðïõ ðñïêýðôåé áí ðÜñïõìå äýï áðü ôéò ôñåéò

åîéóþóåéò êáé ëýóïõìå ôï óýóôçìÜ ôïõò. ¢ñá ôï óýóôçìá Ý÷åé ëýóç ôçí x = −1

êáé y = −1.

2. Áí r = R < n, ôüôå ôï óýóôçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò, ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí áí

äþóïõìå áõèáßñåôåò ôéìÝò óå n−r áãíþóôïõò ôïõ óõóôÞìáôïò, Ýôóé þóôå ç ìÞôñá

ôùí óõíôåëåóôþí ôùí õðïëïßðùí r áãíþóôùí íá åßíáé âáèìïý r.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï óýóôçìá

x + 2y − 3z = 5

2x + 4y + z = 3

Ç ìÞôñá ôùí óõíôåëåóôþí

 1 2 −3

2 4 1

 åßíáé âáèìïý 2. Ç åðáõîçìÝíç ìÞôñá 1 2 −3 5

2 4 1 3

 åßíáé åðßóçò âáèìïý 2. ÅðåéäÞ r = R < n, ôï óýóôçìá Ý÷åé

Üðåéñåò ëýóåéò, ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí áí äþóïõìå óå n − r = 1 áãíþóôïõò

áõèáßñåôåò ôéìÝò. Ôá óôïé÷åßá ôçò ïñßæïõóáò ðïõ åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò

åßíáé óõíôåëåóôÝò ôùí y êáé z. ÌåôáöÝñïõìå ôïõò üñïõò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôï x

óôï äåýôåñï ìÝëïò:

2y − 3z = 5− x

4y + z = 3− 2x

Åðéëýïõìå ôï óýóôçìá ìå ôçí ìÝèïäï Cramer. Ðñïêýðôåé

y =
2− x

2
êáé z =

−8

7

¢ñá ïé ëýóåéò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò åßíáé ïé (x; y; z) =
(
x; 2−x

2
;−8

7

)
; x ∈ R.

• Áí r 6= R, ôüôå ôï óýóôçìá äåí Ý÷åé ëýóç.

2.5.3 ÌÝèïäïò áðáëïéöÞò Gauss

¸íáò Üëëïò ôñüðïò åðßëõóçò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí åßíáé ç ÌÝèïäïò áðáëïéöÞò Gauss. Ãéá

ïéêïíïìßá ÷þñïõ äåí èá åðåêôáèïýìå óå áõôÞ ôç ìÝèïäï. Èá áíáöÝñïõìå ìüíï üôé ç åðßëõóç

ôùí ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí âáóßæåôáé óôïí ìåôáó÷çìáôéóìü ôçò åðáõîçìÝíçò ìÞôñáò óå

ìÞôñá ôñéãùíéêÞò ìïñöÞò, ìÝóù éóïäýíáìùí ìåôáó÷çìáôéóìþí. O áíáãíþóôçò ìðïñåß íá

áíáôñÝîåé åíäåéêôéêÜ óôéò âéâëéïãñáöéêÝò ðçãÝò [18, óåë. 250{257], [24, óåë. 99{110], [15].
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2.5.4 ÏìïãåíÞ ÃñáììéêÜ ÓõóôÞìáôá

Ïñéóìüò 27 Áí ïé óôáèåñïß üñïé üëùí ôùí ãñáììéêþí åîéóþóåùí ôïõ óõóôÞìáôïò ÁX = B

åßíáé ßóïé ìå ìçäÝí, ôï óýóôçìá Ý÷åé ôçí ìïñöÞ ÁX = 0 êáé ëÝãåôáé ïìïãåíÝò .

¸íá ïìïãåíÝò óýóôçìá Ý÷åé ðÜíôá ôçí ìçäåíéêÞ ëýóç. Ãéá ôçí äéåñåýíçóÞ ôïõ åîåôÜæïõìå

ôïí âáèìü ôçò ìÞôñáò Á. Áí r = n, ôï óýóôçìá Ý÷åé ìüíï ôçí ìçäåíéêÞ ëýóç, ãéáôß ç ìÞôñá

ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí êáé ç åðáõîçìÝíç ìÞôñá Ý÷ïõí ôïí ßäéï âáèìü, äçëáäÞ

r = R. Áí r < n, ôï óýóôçìá Ý÷åé Üðåéñåò ëýóåéò. Áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá Ý÷åé

Ýíá ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá n åîéóþóåùí ìå n áãíþóôïõò êáé Üëëåò ëýóåéò åêôüò ôçò

ìçäåíéêÞò, åßíáé |Á| = 0.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï ïìïãåíÝò ãñáììéêü óýóôçìá

2x− y + 3z = 0

3x + 2y + z = 0

x− 4y + 5z = 0

Ôï óýóôçìá Ý÷åé ôç ìçäåíéêÞ ëýóç. Ç ïñßæïõóá |Á| åßíáé ßóç ìå

|Á| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3

3 2 1

1 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0:

Ïé ôéìÝò ôùí x; y; z åßíáé áíÜëïãåò ðñïò ôéò õðïïñßæïõóåò ðïõ ðñïêýðôïõí, áíáðôýóóïíôáò

ôçí ïñßæïõóá ùò ðñïò ôçí ðñþôç ãñáììÞ:

x∣∣∣∣∣∣ 2 1

−4 5

∣∣∣∣∣∣
=

y

−

∣∣∣∣∣∣ −1 3

−4 5

∣∣∣∣∣∣
=

z∣∣∣∣∣∣ −1 3

2 1

∣∣∣∣∣∣
= ë

ïðüôå x = 14ë; y = −7ë êáé z = −7ë. Ìå äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ ë ðñïêýðôïõí áíôßóôïé÷åò

ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí åðßëõóç ïìïãåíþí óõóôçìÜôùí, ï áíáãíþóôçò

ìðïñåß íá áíáôñÝîåé óôéò ðçãÝò: [24, óåë. 125{126], [26, óåë. 273{274] [18], [15].
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ÊåöÜëáéï 3

Ëïãéóìüò ìéáò ìåôáâëçôÞò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå âáóéêÝò Ýííïéåò êáé ôå÷íéêÝò áðåéñïóôéêïý, äéáöïñé-

êïý êáé ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí ìéáò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò.

¼ðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôï ÊåöÜëáéï 4, ïé ôå÷íéêÝò áõôÝò áðïôåëïýí âáóéêÜ åñãáëåßá ãéá

ôçí áíÜëõóç, ìåëÝôç êáé åðßëõóç ïéêïíïìéêþí ðñïâëçìÜôùí. Ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ï

áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé, åíäåéêôéêÜ, óôéò âéâëéïãñáöéêÝò ðçãÝò [24, óåë. 361{540],

[26, Êåö. 2{4], [14, Êåö. 2], [4], [20] êáé [21].

3.1 Ç Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò

Ïñéóìüò 28 ¸óôù × ⊆ R. ÏíïìÜæïõìå ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç (real-valued function)

ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï × ìéá áðåéêüíéóç (êáíüíá) f , ìå ôçí ïðïßá êÜèå óôïé÷åßï x ∈ ×

áíôéóôïé÷ßæåôáé óå Ýíá ìüíï ðñáãìáôéêü áñéèìü y ∈ Y . Ôï y ïíïìÜæåôáé ôéìÞ ôçò f óôï x,

Þ ôýðïò ôçò f êáé óõìâïëßæåôáé ìå f(x).

Ãéá ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç f : X → Y ôï óýíïëï X ïíïìÜæåôáé ðåäßï ïñéóìïý (domain)

êáé óõìâïëßæåôáé ìå D(f) åíþ ôï óýíïëï üëùí ôùí óôïé÷åßùí ôïõ Y êáèÝíá áðü ôá ïðïßá

áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí óôïé÷åßï ôïõ X ïíïìÜæåôáé ðåäßï ôéìþí (range) ôçò f êáé

óõìâïëßæåôáé ìå R(f) [24, óåë. 361]. Ôï x áíáöÝñåôáé óõíÞèùò ùò áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ

(independent variable), åíþ ôï y ùò åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ (dependent variable) Þ ùò åéêüíá

(image) ôïõ x äéÜ ôçò f [26, óåë. 51].
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Ó÷Þìá 3.1: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = x−1
x2+1

óôï äéÜóôçìá [−10; 10].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x) = x−1
x2+1

. Ãéá íá ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç, èá ðñÝðåé

x2 + 1 6= 0. Ðñïöáíþò, x2 + 1 > 0 ãéá êÜèå x ∈ R. Óõíåðþò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f åßíáé

D(f) = R.

Ãéá íá âñïýìå ôï ðåäßï ôéìþí ëýíïõìå ôçí åîßóùóç y = x−1
x2+1

ùò ðñïò x: y = x−1
x2+1

⇒

y(x2 + 1) = x− 1 ⇒ yx2 − x + y + 1 = 0. Áöïý x ∈ R, èá ðñÝðåé ç äéáêñßíïõóá Ä ≥ 0,

äçëáäÞ

Ä = (−1)2 − 4y(y + 1) = 1− 4y2 − 4y ≥ 0⇒ 4y2 + 4y − 1 ≤ 0:

Ïé ëýóåéò ôçò 4y2 + 4y − 1 = 0 åßíáé ïé y1 = −1−
√
2

2
êáé y2 = −1+

√
2

2
. Ïðüôå 4y2 + 4y −

1 ≤ 0 áí êáé ìüíï áí y ∈
(
−1−

√
2

2
; −1+

√
2

2

)
. ¢ñá ôï ðåäßï ôéìþí ôçò f åßíáé ôï R(f) =(

−1−
√
2

2
; −1+

√
2

2

)
.

Ïé ãñáöéêÝò áðåéêïíßóåéò âïçèïýí óôçí êáôáíüçóç ðïëëþí óõíáñôÞóåùí. Ìéá óõíÜñôçóç

ìå ìéá ìåôáâëçôÞ, ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåß íá ó÷åäéáóôåß óå óýóôçìá áîüíùí x; y êáé ãéá

êÜèå ôéìÞ ôïõ x, ç ôéìÞ ôçò f(x) íá áðåéêïíéóôåß óôïí y Üîïíá.

Ïñéóìüò 29 ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò f ïíïìÜæåôáé ç áðåéêüíéóç ôçò óõíÜñôç-

óçò ìå ãñáöéêü ôñüðï óå Ýíá óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f óõìâï-

ëßæåôáé óõíÞèùò ìå Cf êáé ïíïìÜæåôáé êáìðýëç ôçò f .

Óôï Ó÷Þìá 3.1 äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßã-

ìáôïò.
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(a) Ç óõíÜñôçóç f(x) = 2 óôï (−5; 5). (b) Ç óõíÜñôçóç f(x) = x óôï (−5; 5).

Ó÷Þìá 3.2: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò óôáèåñÞò êáé ôáõôïôéêÞò óõíÜñôçóçò.

3.1.1 Eßäç ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå óõíïðôéêÜ êÜðïéá âáóéêÜ åßäç ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ãéá

ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé óôéò ðçãÝò [24, óåë. 366{372], [26,

óåë. 56{61], [20, óåë. 31{39].

ÓôáèåñÞ óõíÜñôçóç

Ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç (constant function) åßíáé ôçò ìïñöÞò f(x) = c, üðïõ c ðñáãìáôéêÞ

óôáèåñÜ, ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï R. ÃñáöéêÜ ðáñéóôÜíåôáé ìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôïí Üîïíá

x, ðïõ ôÝìíåé ôïí Üîïíá y óôï óçìåßï (0; c) [24, óåë. 366]. Óôï Ó÷Þìá 3.2(a) äßíïõìå ôçí

ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óôáèåñÞò óõíÜñôçóçò f(x) = 2.

ÔáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç

Ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç (identity function) åßíáé ôçò ìïñöÞò f(x) = x, ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï

R. ÃñáöéêÜ ðáñéóôÜíåôáé ìå åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôùí áîüíùí êáé ó÷çìáôßæåé

ãùíßá 45◦ ìå êáèÝíá áðü áõôïýò (âëÝðå Ó÷Þìá 3.2(b)).
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(a) (b) (c)

Ó÷Þìá 3.3: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí ðïëõùíõìéêþí óõíáñôÞóåùí f1(x) = 3x − 5 óôï

(−5; 5), f2(x) = x2 − 3x− 5 óôï (−10; 10) êáé f3(x) = 3x3 + 4x2 − 5x + 6 óôï (−3; 3).

ÐïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç

Ç ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç (polynomial function) âáèìïý n ≥ 0 Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

f(x) = ánx
n + án−1x

n−1 + : : : + á1x + á0 =
n∑
i=0

áix
i;

üðïõ á0; á1; : : : ; án ∈ R, án 6= 0 êáé ðåäßï ïñéóìïý ôï R.

Ãéá n = 0 ðñïêýðôåé ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç f(x) = á0, ãéá n = 1 ðñïêýðôåé ç ãñáììéêÞ

óõíÜñôçóç (linear function) Þ óõíÜñôçóç ðñþôïõ âáèìïý f(x) = á1x + á0, åíþ ãéá n = 2

ðñïêýðôåé ç ôåôñáãùíéêÞ óõíÜñôçóç Þ óõíÜñôçóç äåõôÝñïõ âáèìïý f(x) = á2x
2 + á1x +

á0 [20, óåë. 31]. Óôá Ó÷Þìáôá 3.3(a), 3.3(b) êáé 3.3(c) äßíïõìå ðáñáäåßãìáôá ãñáöéêÞò

ðáñÜóôáóçò ðïëõùíõìéêþí óõíáñôÞóåùí 1ïõ, 2ïõ êáé 3ïõ âáèìïý, áíôßóôïé÷á.

ÁëãåâñéêÝò óõíáñôÞóåéò

ÁëãåâñéêÞ (algebraic function) åßíáé êÜèå óõíÜñôçóç ðïõ éêáíïðïéåß ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

Pn(x)yn + Pn−1(x)yn−1 + : : : + P0(x) = 0;

üðïõ Pn(x); Pn−1(x); : : : ; P0(x) åßíáé ðïëõþíõìá ùò ðñïò x [24, óåë. 367]. Ïé áëãåâñéêÝò

óõíáñôÞóåéò äéáêñßíïíôáé óå ñçôÝò êáé Üññçôåò.

1. Ç ñçôÞ óõíÜñôçóç (rational function) Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

f(x) =
ánx

n + : : : + á1x + á0
âmxm + : : : + â1x + â0

;
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(a) Ç óõíÜñôçóç f(x) = 2x2−2
x
2+1 óôï

äéÜóôçìá (−3; 3).

(b) Ç óõíÜñôçóç f(x) =
√
x
2+2x+1
x
2−4 óôï

äéÜóôçìá (−4; 4).

Ó÷Þìá 3.4: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ñçôÞò êáé Üññçôçò óõíÜñôçóçò.

üðïõ m êáé n ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé êáé á0; â0; : : : ; ánâm ∈ R êáé ðåäßï ïñéóìïý ôï R

åêôüò áðü ôá óçìåßá ðïõ ìçäåíßæåôáé ï ðáñïíïìáóôÞò. Óôï Ó÷Þìá 3.4(a) äßíïõìå ôçí

ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ñçôÞò óõíÜñôçóçò f(x) = 2x2−2
x2+1

.

2. Ç Üññçôç óõíÜñôçóç (irrational function) Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

f(x) = n
√
ánxn + : : : + á1x + á0 ;

üðïõ á0; á1; : : : ; án ∈ R, án 6= 0 êáé ðåäßï ïñéóìïý êÜèå ðñáãìáôéêü áñéèìü ãéá

ôïí ïðïßï ç õðüñéæç ðïóüôçôá åßíáé èåôéêÞ. Óôï Ó÷Þìá 3.4(b) äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç ôçò Üññçôçò óõíÜñôçóçò f(x) =
√
x2+2x+1
x2−4 .

ÕðåñâáôéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí åßíáé áëãåâñéêÝò ïíïìÜæïíôáé õðåñâáôéêÝò (transcendental). Ïé

áëãåâñéêÝò êáé ïé õðåñâáôéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïôåëïýí ôçí êáôçãïñßá ôùí óôïé÷åéùäþí óõ-

íáñôÞóåùí (elementary functions). ÐáñáêÜôù áíáöÝñïõìå ôéò õðåñâáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ

ðáñïõóéÜæïõí ðåñéóóüôåñï åíäéáöÝñïí óôçí ÏéêïíïìéêÞ ÅðéóôÞìç êáé åßíáé ìåôáîý Üëëùí ïé

åêèåôéêÝò, ïé ëïãáñéèìéêÝò êáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò.

1. Ïé åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò (exponential functions) Ý÷ïõí ãåíéêü ôýðï

f(x) = ág(x);
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(a) Ç óõíÜñôçóç f(x) = e−x
2+2x−1 óôï

(−4; 4).

(b) Ç óõíÜñôçóç f(x) = 2 ln (x− 2) − 1

óôï (2; 10).

Ó÷Þìá 3.5: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò åêèåôéêÞò êáé ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò.

üðïõ 0 < á 6= 1, x ∈ D(g). Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ á = e 1 êáé g(x) = x ðñïêýðôåé ç

áðëïýóôåñç ìïñöÞ åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò f(x) = ex. Óôï Ó÷Þìá 3.5(a) äßíïõìå ôçí

ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò f(x) = e−x
2+2x−1.

2. Ïé ëïãáñéèìéêÝò óõíáñôÞóåéò (logarithmic functions) Ý÷ïõí ãåíéêü ôýðï

f(x) = logá g(x);

üðïõ 0 < á 6= 1 êáé g(x) > 0. Ïé ëïãÜñéèìïé ìå âÜóç á = 2 óõìâïëßæïíôáé ìå lg êáé

ëÝãïíôáé äõáäéêïß, ìå âÜóç á = 10 óõìâïëßæïíôáé ìå log êáé ëÝãïíôáé äåêáäéêïß êáé

ìå âÜóç á = e óõìâïëßæïíôáé ìå ln êáé ïíïìÜæïíôáé öõóéêïß Þ íåðÝñéïé ëïãÜñéèìïé [20,

óåë. 33]. Óôï Ó÷Þìá 3.5(b) äßíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ëïãáñéèìéêÞò óõíÜñôçóçò.

3. Ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò Þ êõêëéêÝò óõíáñôÞóåéò (trigonometric or circular functions)

÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá åêöñÜóïõí ìåãÝèç ôá ïðïßá ìåôáâÜëëïíôáé êõñßùò êõêëéêÜ.

Ïé óçìáíôéêüôåñåò áðü áõôÝò åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ôïõ çìéôüíïõ (sine) ìå ôýðï çìf(x) Þ

sin f(x) êáé ôïõ óõíçìéôüíïõ (cosine) ìå ôýðï óõíf (x) Þ cos f(x). Ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò

óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ðåäßï ïñéóìïý ôï R êáé ðåäßï ôéìþí ôï [−1; 1]. Ìå ôçí âïÞèåéá

áõôþí ïñßæïíôáé êáé Üëëåò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò üðùò [20, óåë. 33{34]:

1Ï áñéèìüò e ' 2:71828::: ïíïìÜæåôáé áñéèìüò Euler Þ óôáèåñÜ Napier [24, Êåö. 14].
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(a) Ç óõíÜñôçóç f(x) = cos(2x− �

3 ) óôï

(−�; �).

(b) Ç óõíÜñôçóç f(x) = sin(x2− 3x+2)

óôï (−2�; 2�):

Ó÷Þìá 3.6: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.

• ÅöáðôïìÝíç (tangent function): åöf(x) Þ tan f(x) = sin f(x)
cos f(x)

• ÓõíåöáðôïìÝíç (co-tangent function): óöf(x) Þ cot f(x) = cos f(x)
sin f(x)

= 1
tan f(x)

• ÔÝìíïõóá (secant function): ôåìf (x) Þ sec f(x) = 1
cos f(x)

• ÓõíôÝìíïõóá (co-secant function): óôåìf (x) Þ csc f(x) = 1
sin f(x)

Óôï Ó÷Þìá 3.6 äßíïõìå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí

f(x) = cos (2x− ð
3
) êáé f(x) = sin (x2 − 3x + 2).

3.1.2 ÂáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ìéáò óõíÜñôçóçò

Ç ìåëÝôç ôùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ìéáò óõíÜñôçóçò ïäçãåß óå ÷ñÞóéìá óõìðåñÜóìáôá ãéá

ôçí £óõìðåñéöïñÜ¤ ôçò êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò êáé áðëïðïéåß ôç ó÷åäßáóç ôçò

ãñáöéêÞò ôçò ðáñÜóôáóçò.

Ñßæåò óõíÜñôçóçò

Ñßæá óõíÜñôçóçò ïíïìÜæåôáé êÜèå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò x ∈ R ôÝôïéïò þóôå f(x) = 0 [20,

óåë. 40]. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé ñßæåò ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = x2 − 3x − 5 åßíáé ïé x1 = 4:19

êáé x2 = −1:19. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ôÝìíåé ôïí Üîïíá x óôá óçìåßá (0;−1:19) êáé

(0; 4:19), üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 3.3(b).
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(a) (b)

Ó÷Þìá 3.7: ÃñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôçò Üñôéáò óõíÜñôçóçò f(x) = x2+1 óôï äéÜóôçìá [−4; 4]

êáé ôçò ðåñéôôÞò óõíÜñôçóçò f(x) = x3 + 1
x
óôï äéÜóôçìá [−13; 13]:

¢ñôéá óõíÜñôçóç

Ìéá óõíÜñôçóç f : A → R ïíïìÜæåôáé Üñôéá (even), üôáí ãéá êÜèå x ∈ Á, −x ∈ Á êáé

f(−x) = f(x). Ïé Üñôéåò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõììåôñéêÞ ùò ðñïò ôïí

Üîïíá y [20, óåë. 40].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç f(x) = x2 + 1 åßíáé Üñôéá, áöïý Df = R êáé f(−x) =

(−x)2 + 1 = x2 + 1 = f(x) (âëÝðå Ó÷Þìá 3.7(a)).

ÐåñéôôÞ óõíÜñôçóç

Ìéá óõíÜñôçóç f : A → R ïíïìÜæåôáé ðåñéôôÞ (odd), üôáí ãéá êÜèå x ∈ Á, −x ∈ Á êáé

f(−x) = −f(x). Ïé ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò Ý÷ïõí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõììåôñéêÞ ùò ðñïò

ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí [20, óåë. 41].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç f(x) = x3 + 1
x
åßíáé ðåñéôôÞ, áöïý Df = R êáé f(−x) =

−x3 + 1
−x = −x3 − 1

x
= −(x3 + 1

x
) = −f(x) (âëÝðå Ó÷Þìá 3.7(b)).

ÐåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç

Ìéá óõíÜñôçóç f : A → R ïíïìÜæåôáé ðåñéïäéêÞ (periodic), üôáí õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò

áñéèìüò T 6= 0, ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå x ∈ Á íá éó÷ýåé (x + T ) ∈ Á êáé f(x + Ô) = f(x)
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Ó÷Þìá 3.8: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò f(x) = sin 3x óôï [−2�; 2�]:

[20, óåë. 44].

Ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò Ô ïíïìÜæåôáé êýñéá ðåñßïäïò (fundamental period) ôçò óõíÜñôçóçò

f . ÊÜèå ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç Ý÷åé áðåßñùò ðïëëÝò ðåñéüäïõò, ïé ïðïßåò åßíáé áêÝñáéá ðïëëáð-

ëÜóéá ôçò êýñéáò ðåñéüäïõ. Ðáñáäåßãìáôá ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí åßíáé ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò

óõíáñôÞóåéò. Ïé óõíáñôÞóåéò çìéôüíïõ êáé óõíçìéôüíïõ Ý÷ïõí ðåñßïäï Ô = 2ð, åíþ ïé

óõíáñôÞóåéò åöáðôïìÝíçò êáé óõíåöáðôïìÝíçò Ý÷ïõí ðåñßïäï Ô = ð.

Óôï Ó÷Þìá 3.8 äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò f(x) = sin 3x, ìå

ðåñßïäï T = 2�
3
. Áíôßèåôá, óôï Ó÷Þìá 3.6(b) ðáñáôçñïýìå üôé ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óõíÜñôçóç

f(x) = sin (x2 − 3x + 2) äåí åßíáé ðåñéïäéêÞ.

3.2 ¼ñéá êáé óõíÝ÷åéá ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí

Ìßá áðü ôéò âáóéêüôåñåò Ýííïéåò ôçò ìáèçìáôéêÞò áíÜëõóçò åßíáé ç Ýííïéá ôçò óõíÝ÷åéáò

ôùí óõíáñôÞóåùí. Åéäéêüôåñá, óå áñêåôÜ ìáèçìáôéêÜ õðïäåßãìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

óôçí ÏéêïíïìéêÞ ÅðéóôÞìç, õðïèÝôïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé óõíå÷åßò. Ç Ýííïéá ôçò

óõíÝ÷åéáò åßíáé Üññçêôá óõíäåäåìÝíç ìå ôçí Ýííïéá ôïõ ïñßïõ. Ç âáóéêÞ ôïõò äéáöïñÜ åßíáé

üôé ìå ôçí Ýííïéá ôïõ ïñßïõ ìåëåôÜôáé ç óõìðåñéöïñÜ ìéáò óõíÜñôçóçò f(x) üôáí ç ìåôáâëçôÞ

x ðëçóéÜæåé Ýíá óçìåßï á, åíþ ìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíÝ÷åéáò ðñïóäéïñßæåôáé ç óõìðåñéöïñÜ

ôçò óõíÜñôçóçò, üôáí óôçí ðñáãìáôéêüôçôá öèÜíïõìå óôï óçìåßï x = á [24, óåë. 377].
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3.2.1 ¼ñéá ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí

Ç ìåëÝôç ôçò óõìðåñéöïñÜò ìéáò óõíÜñôçóçò f(x) ðñïûðïèÝôåé üôé ç f åßíáé ïñéóìÝíç óå ìßá

ãåéôíßáóç (ãåéôïíéÜ) × ôïõ á.

Ïñéóìüò 30 [24, óåë. 359] Áí å > 0 êáé á ∈ R ôüôå ôï áíïéêôü äéÜóôçìá (á − å; á + å)

ïíïìÜæåôáé å-ðåñéï÷Þ Þ å-ãåéôíßáóç (å-Neighborhood) ìå êÝíôñï ôï á êáé áêôßíá ôï å êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Í(á; å). Åßíáé äçëáäÞ Í(á; å) = {x ∈ R : |x− á| < å}:

Áöïý äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò å-ãåéôíßáóçò, ìðïñïýìå ôþñá íá ðáñïõóéÜóïõìå ôïí ïñéóìü

ôïõ ïñßïõ Þ ôçò ïñéáêÞò ôéìÞò, üðùò åéóÞ÷èç áðü ôïí Ãåñìáíü ìáèçìáôéêü Karl Weierstrass

(1815{1897).

Ïñéóìüò 31 [24, óåë. 386] Ï áñéèìüò l åßíáé ôï üñéï (limit) ôçò f(x) êáèþò x ðñïóåããßæåé

á êáé ãñÜöïõìå limx→á f(x) = l áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå å > 0 õðÜñ÷åé Ýíáò áíôßóôïé÷ïò

áñéèìüò ä > 0 ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå x ìå 0 < |x− á| < ä íá éó÷ýåé |f(x)− l| < å.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
x2 − 4

x− 1
:

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï óýíïëï Df = R− [1].

Êáèþò ôï x, êéíïýìåíï ìå ïðïéïíäÞðïôå ôñüðï ðÜíù óôïí Üîïíá x′x, ðñïóåããßæåé ôïí

ðñáãìáôéêü áñéèìü 3, ôï f(x), êéíïýìåíï ðÜíù óôïí Üîïíá y′y, ðñïóåããßæåé ôïí ðñáãìáôéêü

áñéèìü 2:5. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãñÜöïõìå

lim
x→3

f(x) = 2:5

êáé äéáâÜæïõìå £Ôï üñéï ôçò f(x), üôáí ôï x ôåßíåé óôï 3, åßíáé 2:5¤.

Ãéá íá éó÷ýåé ç åîßóùóç limx→á f(x) = l, èá ðñÝðåé ç f(x) íá ðñïóåããßæåé ôçí ßäéá êáé

ìïíáäéêÞ ôéìÞ l êáèþò ç x ðñïóåããßæåé ôï á êáé áðü ôéò äýï êáôåõèýíóåéò áñéóôåñÜ êáé

äåîéÜ ôïõ á. Áí ç x ðñïóåããßæåé ôï á áðü ôá áñéóôåñÜ, ôüôå ç ôéìÞ l åßíáé ôï áñéóôåñü üñéï

(left hand limit) ôçò f óôï á êáé óõìâïëßæåôáé ìå limx→á− f(x) = l. Áíôßóôïé÷á, áí ç x

ðñïóåããßæåé ôï á áðü ôá äåîéÜ, ôüôå ç ôéìÞ l åßíáé ôï äåîéü üñéï (right hand limit) ôçò f
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óôï á êáé óõìâïëßæåôáé ìå limx→á+ f(x) = l. Ôï áñéóôåñü êáé äåîéü üñéï ìéáò óõíÜñôçóçò

ïíïìÜæïíôáé ðëåõñéêÜ üñéá (side limits).

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áðü ôçí ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç ðñïêýðôåé üôé ôï üñéï áðü áñéóôåñÜ åßíáé

limx→1−
x2−4
x−1 = +∞ êáé ôï üñéï áðü äåîéÜ åßíáé limx→1+

x2−4
x−1 = −∞. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá

ðëåõñéêÜ üñéá äåí åßíáé ßóá. ÅðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé üñéï ôçò f óôï x = 1.

3.2.2 ÓõíÝ÷åéá ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí

Ïñéóìüò 32 [24, óåë. 394] Ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò (continuous) óôï óçìåßï á ∈

D(f) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå å > 0 õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò ä > 0 ôÝôïéïò þóôå áí |x−á| < ä

ìå x ∈ D(f) ôüôå |f(x)− á| < å, äçëáäÞ áí éó÷ýåé

lim
x→á

f(x) = f(á):

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò óõíåðÜãåôáé üôé ãéá íá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï óçìåßï á

ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò, ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò [26, óåë. 86]:

• íá ïñßæåôáé ç f óôï óçìåßï x = á,

• íá õðÜñ÷åé ôï üñéï ôçò f óôï x = á, êáé

• ôï üñéï áõôü íá éóïýôáé ìå ôçí ôéìÞ ôçò f óôï x = á.

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ ðëåõñéêïý ïñßïõ, áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ìéá

óõíÜñôçóç óõíå÷Þò óå Ýíá óçìåßï á åßíáé

lim
x→á−

f(x) = lim
x→á+

f(x) = f(á):

¸íá ðïëý óçìáíôéêü èåþñçìá ðïõ áíáöÝñåôáé óå éäéüôçôåò óõíå÷ïýò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôç-

óçò óå êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [á; â] óôï R åßíáé ôï Èåþñçìá Bolzano Þ Èåþñçìá ôïõ ìçäåíéêïý

óçìåßïõ ìßáò óõíå÷ïýò óõíÜñôçóçò (zero-point theorem of a continuous function):

Èåþñçìá 3 [26, óåë. 88] ¸óôù f ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç óõíå÷Þò óå Ýíá êëåéóôü äéÜóôç-

ìá [á; â] ôïõ R êáé Ýóôù üôé ôá f(á) êáé f(â) åßíáé åôåñüóçìïé áñéèìïß, äçëáäÞ f(á)f(â) < 0.

Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí óçìåßï ã óôï áíïé÷ôü äéÜóôçìá (á; â) ôÝôïéï þóôå f(ã) = 0.
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Ôï åðüìåíï èåþñçìá áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò Bolzano êáé åßíáé ãíùóôü ùò

èåþñçìá ôçò åíäéÜìåóçò ôéìÞò (intermediate value theorem).

Èåþñçìá 4 [20, óåë. 100] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá êëåéóôü äéÜóôçìá

[á; â] êáé f(á) 6= f(â), ôüôå ãéá êÜèå áñéèìü y ìåôáîý f(á) êáé f(â), õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí

Ýíáò áñéèìüò x óôï [á; â], ôÝôïéïò þóôå f(x) = y.

ÔÝëïò, ðáñáèÝôïõìå ôï èåþñçìá ôùí áêñüôáôùí ôéìþí (extreme values theorem) Þ èåþñçìá

ôïõ Weierstrass.

Èåþñçìá 5 [24, óåë. 402] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá êëåéóôü äéÜóôçìá

[á; â] ôüôå ç f ðáßñíåé ìéá åëÜ÷éóôç ôéìÞ m êáé ìéá ìÝãéóôç ôéìÞ Ì óôï äéÜóôçìá áõôü.

ÄçëáäÞ õðÜñ÷ïõí x0 êáé x1 óôï [á; â] ôÝôïéïé þóôå f(x0) = m, f(x1) = M êáé m ≤ f(x) ≤

M ãéá êÜèå óçìåßï x ôïõ [á; â].

3.2.3 ÁóõíÝ÷åéá ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí

Ïñéóìüò 33 [26, óåë. 91] Áí ìéá óõíÜñôçóç f äåí åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá óçìåßï á ôïõ

ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò, ëÝìå üôé ðáñïõóéÜæåé áóõíÝ÷åéá (discontinuity) óôï á, Þ üôé åßíáé

áóõíå÷Þò (discontinuous) óôï á êáé ôï á ïíïìÜæåôáé óçìåßï áóõíÝ÷åéáò (point of disconti-

nuity).

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç f åßíáé áóõíå÷Þò óôï óçìåßï á áí éêáíïðïéåßôáé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò

óõíèÞêåò:

1. Äåí ïñßæåôáé ç f óôï óçìåßï x = á.

2. Ôá ðëåõñéêÜ üñéá ôåßíïõí óôï Üðåéñï.

3. ÕðÜñ÷ïõí ôá ðëåõñéêÜ üñéá, áëëÜ ïé ôéìÝò áõôÝò äåí ôáõôßæïíôáé ìå ôçí ôéìÞ ôçò f óôï

x = á.

ÁíÜëïãá ìå ôï ðïéá áðü ôéò ôñåéò óõíèÞêåò ôïõ ïñéóìïý ôçò áóõíÝ÷åéáò éêáíïðïéïýíôáé

äéáêñßíïõìå ôá åîÞò åßäç áóõíÝ÷åéáò [24, óåë. 395{398]:
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• Ç åîáëåßøéìç áóõíÝ÷åéá (removable discontinuity) óôï óçìåßï x = á ðáñïõóéÜæåôáé

üôáí éêáíïðïéïýíôáé ç ðñþôç Þ ç ôñßôç óõíèÞêç ôïõ ïñéóìïý. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç

ìðïñïýìå íá åîáëåßøïõìå ôçí áóõíÝ÷åéá êáé ç óõíÜñôçóç ðïõ èá ðñïêýøåé íá åßíáé

óõíå÷Þò ðáíôïý.

• Ç Üðåéñç Þ áóõìðôùôéêÞ áóõíÝ÷åéá (in�nite or asymptotic discontinuity) óôï óçìåßï

x = á ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ç f(á) äåí õðÜñ÷åé êáé limx→á f(x) = ±∞.

• Ç ðåðåñáóìÝíç áóõíÝ÷åéá (�nite discontinuity) Þ áóõíÝ÷åéá ìå Üëìá (jump disconti-

nuity) óôï óçìåßï x = á ðáñïõóéÜæåôáé üôáí ôá ðëåõñéêÜ üñéá äåí åßíáé ßóá.

ÐáñÜäåéãìá 2 ¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =

 x2−4
x−2 ; x 6= 2

1 ; x = 2:

H f(x) ãñÜöåôáé éóïäýíáìá ùò

f(x) =

 x + 2 ; x 6= 2

1 ; x = 2:

Åßíáé limx→2 f(x) = 4 6= f(2) = 1. Óõíåðþò, ç f ðáñïõóéÜæåé åîáëåßøéìç áóõíÝ÷åéá óôï

x = 2. Ìðïñïýìå íá åîáëåßøïõìå ôçí áóõíÝ÷åéá áí èÝóïõìå f(2) = limx→2 f(x) = 4.

Óôï ÷þñï ôçò ÏéêïíïìéêÞò ÅðéóôÞìçò õðÜñ÷ïõí áñêåôÜ öáéíüìåíá ðïõ ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü

áóõíÝ÷åéá. Óå êÜðïéåò ðåñéðôþóåéò åßíáé äõíáôü, ãéá ëüãïõò åõêïëßáò, íá ðñïóåããßóïõìå

ôÝôïéá öáéíüìåíá ìå óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé óõíå÷åßò óå êÜðïéï äéÜóôçìá, ÷ùñßò ç ðñïóÝããéóç

áõôÞ íá Ý÷åé óïâáñÝò åðéðôþóåéò óôçí áîéïðéóôßá ôïõ ïéêïíïìéêïý õðïäåßãìáôïò. ¸íá

÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ðáñáãùãÞò ôçò ìïñöÞò y = f(x), üðïõ f

åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ðïõ óõíäÝåé ôçí ðïóüôçôá åéóñïÞò x ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ìéá

ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá y. Óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò,

üìùò, ç áóõíÝ÷åéá áðïôåëåß âáóéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ öáéíïìÝíïõ ðïõ ìåëåôÜìå, üðùò

öáßíåôáé óôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ áêïëïõèïýí.

ÐáñÜäåéãìá 3 [26, óåë. 91] Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá áóöáëéóôéêÞ åôáéñßá áìåßâåé ôïõò

áóöáëéóôÝò ôçò ìå êáèáñü ìçíéáßï ìéóèü 1000 e óõí ðñïìÞèåéá 15% åðß ôçò áîßáò ôùí
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Ó÷Þìá 3.9: ÓõíÜñôçóç ìçíéáßùí áðïëáâþí áóöáëéóôÞ.

óõìâïëáßùí ðïõ óõíôÜóóïõí óõí Ýíá ðñéì áðïäïôéêüôçôáò 600 e áí ç áîßá ôùí óõìâïëáßùí

áíÜ ìÞíá îåðåñÜóåé ôéò 15000 e. ¸ôóé, ïé ìçíéáßåò áðïëáâÝò P åíüò áóöáëéóôÞ äßíïíôáé

áðü ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç:

P (S) =

 1000 + 0; 15S ; 10000 ≤ S < 15000

1600 + 0; 15S ; 15000 ≤ S ≤ 20000

üðïõ S åßíáé ç áîßá ôùí óõìâïëáßùí áíÜ ìÞíá.

Óôï Ó÷Þìá 3.9 öáßíåôáé üôé ç óõíÜñôçóç ôùí ìçíéáßùí áðïëáâþí åíüò áóöáëéóôÞ ðáñïõóé-

Üæåé áóõíÝ÷åéá óôï óçìåßï S = 15000 ìå Üëìá ßóï ìå 600 e. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç

áóõíÝ÷åéá ôçò óõíÜñôçóçò Ý÷åé óïâáñÝò åðéðôþóåéò áðü ïéêïíïìéêÞ Üðïøç. ÓõãêåêñéìÝíá,

Ýíáò áóöáëéóôÞò ï ïðïßïò ëßãåò ìÝñåò ðñéí ôï ôÝëïò ôïõ ìÞíá Ý÷åé óõíÜøåé óõìâüëáéá

ýøïõò 14000 e èá Ý÷åé ðïëý éó÷õñüôåñá êßíçôñá íá åðéäéþîåé ðñüóèåôá óõìâüëáéá áðü

êÜðïéïí Üëëï, ï ïðïßïò ôçí ßäéá ðåñßïäï Ý÷åé óõìâüëáéá ýøïõò 11000 e.

ÐáñÜäåéãìá 4 [26, óåë. 92] ¸óôù D(p) êáé S(p) ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò (demand function)

êáé ç óõíÜñôçóç ðñïóöïñÜò (supply function) åíüò áãáèïý, áíôßóôïé÷á, êáé Ýóôù p ç ôéìÞ

ôïõ ðáñáãüìåíïõ áãáèïý. Ôüôå ç óõíÜñôçóç Z(p) = D(p) − S(p) åêöñÜæåé ôçí ðïóüôçôá

êáôÜ ôçí ïðïßá ç æÞôçóç õðåñâáßíåé ôçí ðñïóöïñÜ êáé ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç õðåñâÜëëïõóáò

æÞôçóçò (excess demand function). Áí õðïèÝóïõìå üôé ç ðáñáãùãÞ ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ

áãáèïý áðáéôåß êÜðïéïõò ðáñáãùãéêïýò óõíôåëåóôÝò, ôüôå ç ðñïóöåñüìåíç ðïóüôçôá ðïõ

áíôéóôïé÷åß óå ìçäåíéêÞ ôéìÞ åßíáé åðßóçò ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ S(0) = 0. Åðßóçò, åßíáé ëïãéêü
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íá õðïèÝóïõìå üôé ç æçôïýìåíç ðïóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìçäåíéêÞ ôéìÞ åßíáé èåôéêÞ,

äçëáäÞ D(0) > 0, ïðüôå Z(0) = D(0)−S(0) > 0. Áí õðÜñ÷åé êÜðïéá áñêåôÜ õøçëÞ ôéìÞ p1,

ôÝôïéá þóôå ç ðñïóöåñüìåíç ðïóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ áõôÞ íá åßíáé ìåãáëýôåñç

áðü ôç æçôïýìåíç, ôüôå èá åßíáé Z(p1) = D(p1) − S(p1) < 0. Áí ïé óõíáñôÞóåéò D(p) êáé

S(p) åßíáé óõíå÷åßò, ôüôå êáé ç äéáöïñÜ ôïõò Z(p) èá åßíáé óõíå÷Þò. ÅðïìÝíùò, ìå âÜóç

ôï èåþñçìá Bolzano, èá õðÜñ÷åé ôéìÞ pe áíÜìåóá óôï 0 êáé óôï p1, ôÝôïéá þóôå Z(pe) = 0,

äçëáäÞ D(pe) = S(pe). Ç ôéìÞ áõôÞ åßíáé ç ôéìÞ éóïññïðßáò (equilibrium price) óôçí ïðïßá

ç æçôïýìåíç ðïóüôçôá éóïýôáé ìå ôçí ðñïóöåñüìåíç ðïóüôçôá.

3.3 ÐáñÜãùãïò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò

¼ðùò äéáðéóôþóáìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò éäéüôçôåò ôïõ ïñßïõ êáé ôçò óõíÝ÷åéáò ìáò äßíåôáé

ç äõíáôüôçôá íá ìåëåôÞóïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ìéáò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò. ¼ìùò ìå

ôçí åéóáãùãÞ ìéáò áêüìç óçìáíôéêÞò éäéüôçôáò, ôçò ðáñáãùãéóéìüôçôáò, ïé ðëçñïöïñßåò ìáò

ó÷åôéêÜ ìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ìéáò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò âåëôéþíïíôáé ïõóéùäþò [24, óåë.

404].

¸óôù f ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç êáé x0 Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò.

Áí ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x ìåôáâëçèåß êáôÜ Äx, äçëáäÞ áðü x0 óå x0 + Äx, ôüôå ç

åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ èá ìåôáâëçèåß êáôÜ Äy = f(x0 +Äx)− f(x0). Ç ìÝóç ìåôáâïëÞ ôïõ

y (áíÜ ìïíÜäá ìåôáâïëÞò ôïõ x) óôï äéÜóôçìá x0 êáé x0 +Äx, ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôï ðçëßêï

ôùí äéáöïñþí
f(x0 + Äx)− f(x0)

Äx
:

Ïñéóìüò 34 [26, óåë. 124] Áí ôï üñéï

lim
x→x0

f(x0 + Äx)− f(x0)

Äx

õðÜñ÷åé êáé åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå ëÝìå üôé ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç (di�erentiable) óôï

óçìåßï x0 ∈ (á; â). Ôï üñéï áõôü ëÝãåôáé ðáñÜãùãïò (derivative) ôçò f óôï óçìåßï x0.

Áí ôåèåß x = x0 + Äx, ôï ðáñáðÜíù üñéï ãñÜöåôáé éóïäýíáìá:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
:
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Ç ïñéáêÞ áõôÞ ôéìÞ ïíïìÜæåôáé ðñþôç ðáñÜãùãïò (�rst derivative) Þ áðëþò ðáñÜãùãïò ôçò

f óôï óçìåßï x0 êáé óõìâïëßæåôáé ìå [24, óåë. 411]:

• df(x0)
dx

óõìâïëéóìüò ôïõ Leibniz (1646-1716)

• f ′(x0) óõìâïëéóìüò ôïõ Lagrange (1736-1813)

• Df(x0) óõìâïëéóìüò ôïõ Cauchy (1789-1857).

Ç ðáñÜãùãïò f ′(x0) ïíïìÜæåôáé óõ÷íÜ êáé ïñéáêüò ñõèìüò ìåôáâïëÞò (marginal rate of

change) Þ óôéãìéáßïò ñõèìüò ìåôáâïëÞò (instantaneous rate of change) ôçò f óôï óçìåßï

x0.

Áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá óçìåßï x0 åßíáé ç

óõíÜñôçóç f íá åßíáé óõíå÷Þò. Óõíåðþò äéáìïñöþíåôáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 6 [24, óåë. 420] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá åóùôåñéêü

óçìåßï x0 ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò ôüôå ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï áõôü.

Áíôßèåôá, üôáí ìßá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò, äåí óõíåðÜãåôáé üôé åßíáé ðáñáãùãßóéìç.

3.3.1 ÐëåõñéêÝò ðáñÜãùãïé

Ç Ýííïéá ôçò ðáñáãþãïõ óå êÜðïéï óçìåßï x0 åóùôåñéêü ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò f , ìðïñåß

íá åðåêôáèåß Ýôóé þóôå íá óõìðåñéëÜâåé ðáñáãþãïõò óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò.

Ïñéóìüò 35 [26, óåë. 127] ¸óôù üôé ç f ïñßæåôáé óå Ýíá êëåéóôü äéÜóôçìá S = [á; â] êáé

Ýóôù üôé åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï x0 ∈ S. Ç f ëÝìå üôé Ý÷åé ðáñÜãùãï áðü äåîéÜ óôï x0

áí õðÜñ÷åé ôï üñéï áðü äåîéÜ

lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0

êáé åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Ç ðáñÜãùãïò ôçò f áðü äåîéÜ óôï x0 óõìâïëßæåôáé ìå f
′(x+0 ).

Ðáñüìïéá ïñßæåôáé ç ðáñÜãùãïò ôçò f áðü áñéóôåñÜ óôï x0 êáé óõìâïëßæåôáé ìå f ′(x−0 ).

¸íáò åíáëëáêôéêüò óõìâïëéóìüò åßíáé f ′+(x) êáé f ′−(x), áíôßóôïé÷á.

Ç ðáñÜãùãïò áðü äåîéÜ êáé ç ðáñÜãùãïò áðü áñéóôåñÜ (áí õðÜñ÷ïõí) ëÝãïíôáé ðëåõñéêÝò

ðáñÜãùãïé (side derivatives) Þ ìïíüðëåõñåò ðáñÜãùãïé (one side derivatives). Ãéá ôéò ðëåõ-

ñéêÝò ðáñáãþãïõò éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:
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Èåþñçìá 7 [26, óåë. 128] Ç óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x0 áí êáé ìüíï áí

õðÜñ÷ïõí ïé ðëåõñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò êáé åßíáé f ′(x+0 ) = f ′(x−0 ).

3.3.2 Êáíüíåò ðáñáãþãéóçò

Ç äéáäéêáóßá åýñåóçò ôçò ðáñáãþãïõ ìéáò óõíÜñôçóçò ïíïìÜæåôáé ðáñáãþãéóç (di�erenti-

ation). ÅðåéäÞ ï õðïëïãéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ ìéáò óõíÜñôçóçò ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôçò äåí

åßíáé ðÜíôá åýêïëïò, õðÜñ÷ïõí ìåñéêïß ÷ñÞóéìïé êáíüíåò ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí ôçí åýñåóç ôçò

ðáñáãþãïõ. Ïé êáíüíåò áõôïß ïíïìÜæïíôáé êáíüíåò ðáñáãþãéóçò (di�erentiation rules).

Óôçí óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå êÜðïéïõò áðü áõôïýò [24, óåë. 427{434].

• Káíüíáò äõíÜìåùò (power rule)

Ç óõíÜñôçóç f(x) = xá, x ∈ R+, á ∈ R åßíáé ðáñáãùãßóéìç êáé éó÷ýåé:

f ′(x) = (xá)′ = áxá−1; á ∈ R:

• Êáíüíáò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý (linear combination rule)

Áí ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g åßíáé ðáñáãùãßóéìåò óôï x êáé m; k ∈ R, ôüôå ç óõíÜñôçóç

ôïõ ãñáììéêïý ôïõò óõíäõáóìïý mf + kg åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x êáé éó÷ýåé:

(mf + kg)′(x) = mf ′(x) + kg′(x):

• Êáíüíáò ãéíïìÝíïõ (product rule)

Áí ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g åßíáé ðáñáãùãßóéìåò óôï x, ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç fg ôïõ

ãéíïìÝíïõ ôïõò åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x êáé éó÷ýåé:

(fg)′x = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x):

• Êáíüíáò ðçëßêïõ (quotient rule)

Áí ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g åßíáé ðáñáãùãßóéìåò óôï x, ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç f=g åßíáé

ðáñáãùãßóéìç óôï x êáé éó÷ýåé:

(
f

g
)′(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2
; g(x) 6= 0:
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• Áëõóùôüò êáíüíáò (chain rule)

Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x ∈ D(f) êáé ç óõíÜñôçóç g åßíáé

ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï f(x) ∈ D(g) ôüôå ç óýíèåôç óõíÜñôçóç (g ◦f)(x) = g(f(x))

åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï x êáé éó÷ýåé:

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x)

3.3.3 Áðñïóäéüñéóôåò ìïñöÝò { Êáíüíáò l' Hïspital

Óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò êáôÜ ôç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý ïñßùí, åßíáé äõíáôüí íá åìöáíé-

óôïýí áðñïóäéüñéóôåò ìïñöÝò (indeterminate forms) ôýðïõ 0
0
; ±∞±∞ ; 0 ·∞;∞−∞; 00;∞0; 1∞.

Ãéá ôá üñéá ðçëßêïõ ðïõ ïäçãïýí óå áðñïóäéüñéóôåò ìïñöÝò 0
0
, ±∞±∞ , éó÷ýåé ôï åðüìåíï

èåþñçìá ðïõ åßíáé ãíùóôü ùò êáíüíaò l' Hospital .

• ÌïñöÝò 0
0
êáé ±∞±∞ [24, óåë. 437]

Áí limx→x0 f(x) = 0; limx→x0 g(x) = 0; x0 ∈ R ∪ (−∞;+∞) êáé õðÜñ÷åé ôï

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, ôüôå lim

x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
:

Áí limx→x0 f(x) = +∞; limx→x0 g(x) = +∞; x0 ∈ R ∪ (−∞;+∞) êáé õðÜñ÷åé ôï

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, ôüôå lim

x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
:

Ç åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá l' Hospital äéáêüðôåôáé ìüëéò ðáñïõóéáóôåß ðáñÜãùãïò óôï

x0 äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï üñéï limx→0
f(x)
g(x)

= limx→0

5√1+x−1
x

åßíáé ôçò ìïñöÞò 0
0
. Åöáñìüæï-

íôáò ôïí êáíüíá l' Hospital, ðñïêýðôåé:

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1

5 4
√

(1 + x)5
=

1

5
:

Áíôßóôïé÷á, ôï üñéï limx→∞
f(x)
g(x)

= limx→∞
x3+2x2

5x3+8x−1 åßíáé ôçò ìïñöÞò ∞∞ . Åöáñìüæï-

íôáò ôïí êáíüíá l' Hospital, ðñïêýðôåé:

lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→∞

3x2 + 4x

15x2 + 8
= lim

x→∞

6x + 4

30x
= lim

x→∞

6

30
=

1

5
:
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• ÌïñöÝò 0 · ∞ êáé ∞−∞

Ïé ìïñöÝò áõôÝò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí áöïý ìåôáôñáðïýí óå ìïñöÝò 0
0
êáé ±∞±∞ .

• ÌïñöÝò 00;∞0; 1∞

Ïé ìïñöÝò áõôÝò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí áöïý ðñþôá ìåôáôñáðïýí óå ìïñöÞ 0∞

ìå ëïãáñßèìçóç ôçò õðü åîÝôáóç ðáñÜóôáóçò.

3.3.4 Ç Ýííïéá ôïõ Äéáöïñéêïý

Ïñéóìüò 36 ¸óôù y = f(x) ìéá óõíÜñôçóç ðáñáãùãßóéìç óôï x êáé Äx = h 6= 0 ìéá

ïðïéáäÞðïôå ìåôáâïëÞ ôïõ x, áíåîÜñôçôç üìùò áðü ôï ôåëåõôáßï. Ôüôå ôï äéáöïñéêü ôçò f

óôï x ïñßæåôáé ôï ãéíüìåíï f ′(x)h = f ′(x)Äx, ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå df(x) Þ dy, äçëáäÞ

dy = f ′(x)dx.

¼ðùò äéáðéóôþíïõìå áðü ôïí ïñéóìü, ãéá ôçí ìåôáâïëÞ h ôçò x êáé ãéá ôç ìåôáâïëÞ df(x)

ôçò y óõíçèßæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôá óýìâïëá dx êáé dy, áíôßóôïé÷á.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç f(x) = 3x2. Ôï äéáöïñéêü ôçò åßíáé dy =

f ′(x)dx = 6xdx. Ç ôéìÞ ôïõ äéáöïñéêïý óôï óçìåßï x = 2 åßíáé dy = 12dx. Aí ôþñá ôï x

áõîçèåß êáôÜ dx = 0:01 èá åßíáé dy = 0:12.

¸íá óçìáíôéêü èåþñçìá, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü åßíáé ôï åîÞò:

Èåþñçìá 8 [24, óåë. 439] Ç óõíÜñôçóç f åßíáé äéáöïñßóéìç óôï x áí êáé ìüíï áí åßíáé

ðáñáãùãßóéìç óôï x.

Áõôü óçìáßíåé üôé óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ç Ýííïéá ôçò äéáöïñéóéìüôçôáò åßíáé éóïäý-

íáìç ðñïò ôçí Ýííïéá ôçò ðáñáãùãéóéìüôçôáò.

ÅðåéäÞ ôï äéáöïñéêü ðñþôçò ôÜîçò ìéáò óõíÜñôçóçò y = f(x) åßíáé óõíÜñôçóç, ìðïñåß íá

ïñéóôåß ôï äéáöïñéêü ôïõ. ¸ôóé ôï äéáöïñéêü ôïõ äéáöïñéêïý ðñþôçò ôÜîçò ëÝãåôáé äéáöïñéêü

äåýôåñçò ôÜîçò êáé óõìâïëßæåôáé ìå d2y. Ôï äéáöïñéêü äåýôåñçò ôÜîçò õðïëïãßæåôáé ùò åîÞò:

d2y = d(dy) = d[f ′(x)dx]:
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ÅðåéäÞ ç x åßíáé áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ êáé ç ìåôáâïëÞ dx åßíáé óôáèåñÞ ðïóüôçôá Ý÷ïõìå:

d2y = d[f ′(x)]dx = [f ′′(x)dx]dx = f ′′(x)(dx)2 = f ′′(x)dx2:

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ïñßæåôáé ôï äéáöïñéêü ôñßôçò ôÜîçò, ùò ôï äéáöïñéêü ôïõ äéáöïñéêïý

äåýôåñçò ôÜîçò êáèþò êáé ôá äéáöïñéêÜ áíþôåñçò ôÜîçò. ÃåíéêÜ, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï

äéáöïñéêü n-ïóôÞò ôÜîçò ôçò óõíÜñôçóçò y = f(x), ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå dny åßíáé:

dny = fndxn:

3.3.5 ÂáóéêÜ èåùñÞìáôá

Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ðáñáãþãùí êáé ôùí äéáöïñéêþí ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå ôá êõñéüôåñá

÷áñáêôçñéóôéêÜ ôùí ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ðñþôá üìùò, ðñÝðåé íá áíáöÝñïõìå äýï

âáóéêÜ èåùñÞìáôá ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý [26, óåë. 146{148].

Èåþñçìá 9 (Èåþñçìá Rolle) [24, óåë. 447]

Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â], ðáñáãùãßóéìç óôï áíïé÷ôü

äéÜóôçìá (á; â) êáé éó÷ýåé üôé f(á) = f(â), ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï x0 ∈ (á; â)

ôÝôïéï þóôå

f ′(x0) = 0:

Ãåíßêåõóç ôïõ èåùñÞìáôïò Rolle áðïôåëåß ôï Èåþñçìá ÌÝóçò ÔéìÞò (mean value theorem).

Èåþñçìá 10 [24, óåë. 450] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá

[á; â] êáé ðáñáãùãßóéìç óôï áíïé÷ôü äéÜóôçìá (á; â) ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï

x0 ∈ (á; â) ôÝôïéï þóôå

f ′(x0) =
f(â)− f(á)

â − á
:

3.4 ÌåëÝôç óõíÜñôçóçò

Ìå ôïí üñï £ìåëÝôç óõíÜñôçóçò¤ åííïïýìå ôçí ìåëÝôç ôùí êýñéùí ÷áñáêôçñéóôéêþí ìéáò

óõíÜñôçóçò, üðùò ðåäßï ïñéóìïý, ñßæåò, óõíÝ÷åéá, ìïíïôïíßá, áêñüôáôá, êáìðõëüôçôá, óçìåß-

á êáìðÞò êáé áóýìðôùôåò. Óå ïñéóìÝíá áðü áõôÜ, üðùò ðåäßï ïñéóìïý, ñßæåò, óõíÝ÷åéá,
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Ý÷ïõìå áíáöåñèåß óå ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò. Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôá

õðüëïéðá ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôá ïðïßá áíáëýïíôáé ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý. Óôï

ÊåöÜëáéï 4 èá äïýìå üôé ïé ôå÷íéêÝò ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý áðïôåëïýí âáóéêÜ åñãáëåßá

ãéá ôçí ìåëÝôç ïéêïíïìéêþí óõíáñôÞóåùí [26, óåë. 149].

3.4.1 Ìïíïôïíßá

Ïñéóìüò 37 [20, óåë. 51] Ìéá óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé áýîïõóá óå Ýíá äéÜóôçìá (á; â) ⊆ Df ,

üôáí ãéá êÜèå x1; x2 ∈ (á; â), ìå x1 < x2, éó÷ýåé f(x1) ≤ f(x2). Óå ðåñßðôùóç ðïõ

f(x1) < f(x2), ç f êáëåßôáé ãíçóßùò áýîïõóá.

Ïñéóìüò 38 [20, óåë. 51] Ìéá óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé öèßíïõóá óå Ýíá äéÜóôçìá (á; â) ⊆

Df , üôáí ãéá êÜèå x1; x2 ∈ (á; â), ìå x1 < x2, éó÷ýåé f(x1) ≥ f(x2). Óå ðåñßðôùóç ðïõ

f(x1) > f(x2), ç f êáëåßôáé ãíçóßùò öèßíïõóá.

ÊñéôÞñéá ìïíïôïíßáò óõíÜñôçóçò

Ôï èåþñçìá, ðïõ áêïëïõèåß ÷áñáêôçñßæåé ìéá óõíÜñôçóç ùò áýîïõóá Þ öèßíïõóá ÷ñçóéìïðïé-

þíôáò ôï ðñüóçìï ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ.

Èåþñçìá 11 [24, óåë. 507] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â]

êáé ðáñáãùãßóéìç óôï áíïéêôü äéÜóôçìá (á; â). Ôüôå ç f åßíáé áýîïõóá Þ öèßíïõóá óôï

(á; â) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå x ∈ (á; â) éó÷ýåé f ′(x) ≥ 0 Þ f ′(x) ≤ 0, áíôßóôïé÷á.

Åðßóçò éó÷ýåé êáé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 2 [24, óåë. 508] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â]

êáé ãéá êÜèå x ∈ (á; â) éó÷ýåé f ′(x) > 0 Þ f ′(x) < 0. Ôüôå ç f åßíáé óôï [á; â] ãíçóßùò

áýîïõóá Þ ãíçóßùò öèßíïõóá, áíôßóôïé÷á.

3.4.2 ÔïðéêÜ áêñüôáôá

Ôï åðüìåíï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïõ áíáöÝñåôáé óôçí ìåëÝôç ìéáò óõíÜñôçóçò f åßíáé ôá óçìåßá

óôá ïðïßá ç f ðáñïõóéÜæåé ôïðéêÜ áêñüôáôá.
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Ïñéóìüò 39 [24, óåë. 509] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óôï äéÜóôçìá [á; â] êáé

Íå(x0) ìéá å-ãåéôíßáóç ôïõ óçìåßïõ x0 ∈ (á; â). Èá ëÝìå üôé ç f ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï

x0 ôïðéêü (Þ ó÷åôéêü) ìÝãéóôï (local or relative maximum), áíôßóôïé÷á ôïðéêü (Þ ó÷åôéêü)

åëÜ÷éóôï (local or relative minimum), üôáí êáé ìüíï üôáí éó÷ýåé f(x) < f(x0) (áíôßóôïé÷á

f(x) > f(x0)) ãéá êÜèå x ∈ Íå(x0)− x0:

Ôï x0 ëÝãåôáé èÝóç Þ óçìåßï ôïðéêïý ìÝãéóôïõ (áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôïõ) êáé f(x0) ïíïìÜæåôáé

ôïðéêü ìÝãéóôï (áíôßóôïé÷á ôïðéêü åëÜ÷éóôï). Ôá ôïðéêÜ ìÝãéóôá Þ åëÜ÷éóôá ïíïìÜæïíôáé

êáé ôïðéêÜ áêñüôáôá (local extremes).

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé ôï ôïðéêü áêñüôáôï áíáöÝñåôáé óå ìéá ìéêñÞ

ãåéôíßáóç åíüò åóùôåñéêïý óçìåßïõ. Óôçí ðåñßðôùóç üìùò, ðïõ áíáöåñüìáóôå óå ïëüêëçñï

ôï ðåäßï ïñéóìïý Df ôçò f , áíáöåñüìáóôå ïõóéáóôéêÜ óôï ïëéêü Þ áðüëõôï áêñüôáôï (global

or absolute extreme) .

Ïñéóìüò 40 [24, óåë. 510] Ìéá óõíÜñôçóç f ðáñïõóéÜæåé ïëéêü Þ áðüëõôï ìÝãéóôï (global

or absolute maximum) (áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôï) óôï óçìåßï x0 ∈ Df üôáí êáé ìüíï üôáí

éó÷ýåé f(x0) ≥ f(x) (áíôßóôïé÷á f(x0) ≤ f(x)) ãéá êÜèå x ∈ Df .

ÊñéôÞñéï ðñþôçò ðáñáãþãïõ

Ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ìéáò óõíÜñôçóçò f ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóôïýí ìå âÜóç ôéò ðáñáãþãïõò

f ′(x) êáé f ′′(x). ÓõãêåêñéìÝíá, éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 12 (Èåþñçìá Fermat) [24, óåë. 511] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç

óå Ýíá óçìåßï ôïðéêïý áêñüôáôïõ x0 ∈ Df ôüôå f ′(x0) = 0:

Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé áí x0 åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ Df ãéá ôï

ïðïßï éó÷ýåé f ′(x0) 6= 0, ôüôå ôï x0 áðïêëåßåôáé íá åßíáé óçìåßï ôïðéêïý áêñüôáôïõ. Ìå áõôÞ

ôçí Ýííïéá, ôï èåþñçìá Fermat ÷áñáêôçñßæåôáé ùò áíáãêáßá óõíèÞêç (necessary condition)

Þ óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò (�rst order condition) ãéá ôïðéêü áêñüôáôï.

Ïé ðéèáíÝò èÝóåéò ôïðéêþí áêñïôÜôùí ìéáò óõíÜñôçóçò f óå Ýíá êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â]

åßíáé:
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1. ÓôÜóéìá Þ óáãìáôéêÜ óçìåßá (stationary points) , äçëáäÞ åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ [á; â]

óôá ïðïßá ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ìçäåíßæåôáé.

2. Ôá Üêñá ôïõ (á; â), áí áíÞêïõí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

3. Óçìåßá óôá ïðïßá ç f äåí ðáñáãùãßæåôáé.

4. Óçìåßá óôá ïðïßá ç f äåí åßíáé óõíå÷Þò.

Ôá åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [á; â] óôá ïðïßá ç f äåí ðáñáãùãßæåôáé Þ ç ðáñÜãùãüò

ôçò åßíáé ßóç ìå ôï ìçäÝí ïíïìÜæïíôáé êñßóéìá óçìåßá (critical points) ôçò f [26, óåë. 155].

Áí ç óõíÜñôçóç f ðáñïõóéÜæåé ôïðéêü áêñüôáôï óå Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï x0 ôïõ Df ,

ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï åßäïò ôïõ ìåëåôþíôáò ôçí ìïíïôïíßá ôçò óõíÜñôçóçò óôçí

ðåñéï÷Þ ôïõ x0.

Èåþñçìá 13 [26, óåë. 156] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ðáñáãùãßóéìç óå ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ x0

êáé f ′(x0) = 0. Ôüôå ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0:

• Ôïðéêü åëÜ÷éóôï, áí f ′(x) < 0 ãéá x ∈ (x0 − å; x0) êáé f
′(x) > 0 ãéá x ∈ (x0; x0 + å)

• Ôïðéêü ìÝãéóôï, áí f ′(x) > 0 ãéá x ∈ (x0 − å; x0) êáé f
′(x) < 0 ãéá x ∈ (x0; x0 + å)

ÊñéôÞñéï äåýôåñçò ðáñáãþãïõ

Ãéá íá åöáñìüóïõìå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá áðáéôåßôáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï ðñüóçìï ôçò f ′

åêáôÝñùèåí ôïõ x0. ¼ôáí ï ðñïóäéïñéóìüò áõôüò äåí åßíáé åýêïëïò Þ åßíáé áäýíáôïò, ôüôå

ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ìðïñåß íá ìáò ðëçñïöïñÞóåé áí ôï x0 åßíáé èÝóç ôïðéêïý áêñüôáôïõ.

Èåþñçìá 14 [20, óåë. 248] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f äõï öïñÝò ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá

äéÜóôçìá (á; â) êáé f ′(x0) = 0 óôï óçìåßï x0 ∈ (á; â). Ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0:

• Ôïðéêü åëÜ÷éóôï, áí f ′′(x) > 0

• Ôïðéêü ìÝãéóôï, áí f ′′(x) < 0

Ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò ÷áñáêôçñßæïíôáé ùò éêáíÝò óõíèÞêåò (su�cient conditions) Þ óõíèÞ-

êåò äåýôåñçò ôÜîçò (second order conditions) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïðéêþí áêñüôáôùí.
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ÊñéôÞñéï ðáñáãþãïõ áíþôåñçò ôÜîçò

¼ìùò ïé éêáíÝò óõíèÞêåò ðïõ áíáöÝñáìå äåí êáëýðôïõí ôçí ðåñßðôùóç f ′′(x0) = 0. Ìéá

éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé Ýíá óôÜóéìï óçìåßï èÝóç ôïðéêïý áêñüôáôïõ äßíåôáé áðü ôï

áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 15 [24, óåë. 512] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç óôï äéÜóôçìá [á; â] êáé í

öïñÝò (í ≥ 2) ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï x0 ∈ (á; â) ìå

f ′(x0) = f ′′(x0) = : : : = f (í−1)(x0) = 0 êáé f (í)(x0) 6= 0:

Ôüôå ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0:

• Ôïðéêü åëÜ÷éóôï, áí f (í)(x0) > 0 êáé í åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.

• Ôïðéêü ìÝãéóôï, áí f (í)(x0) < 0 êáé í åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.

• Äåí õðÜñ÷åé áêñüôáôï, áí í åßíáé ðåñéôôüò áñéèìüò.

Ãéá ôçí åýñåóç ôïõ ìÝãéóôïõ êáé åëÜ÷éóôïõ ìéáò óõíÜñôçóçò f åñãáæüìáóôå ùò åîÞò:

1. Âñßóêïõìå ôá êñßóéìá óçìåßá ôçò f .

2. Õðïëïãßæïõìå ôéò ôéìÝò ôçò f óôá óçìåßá áõôÜ êáé óôá Üêñá ôùí äéáóôçìÜôùí.

3. Áðü áõôÝò ôéò ôéìÝò ç ìåãáëýôåñç åßíáé ôï ìÝãéóôï êáé ç ìéêñüôåñç ôï åëÜ÷éóôï.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x) = 2x3 − 15x2 + 24x + 19, x ∈ [−1; 5]. ¸÷ïõìå

f ′(x) = 6x2− 30x+ 24, x ∈ [−1; 5]. Ïé ñßæåò ôçò f ′(x) = 0 åßíáé ïé x = 1, x = 4. ÅðïìÝíùò

ôá êñßóéìá óçìåßá ôçò f åßíáé ôá x = 1, x = 4. Ïé ôéìÝò ôçò f óôá êñßóéìá óçìåßá êáé óôá

Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò [-1, 5] åßíáé f(1) = 30, f(4) = 3, f(0) = 19 êáé f(5) = 14. ¢ñá, ç

ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò f óôï [-1, 5] åßíáé ßóç ìå 30 êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôï x = 1, åíþ ç åëÜ÷éóôç

ôéìÞ ôçò f åßíáé ßóç ìå 3 êáé ðáñïõóéÜæåôáé ãéá x = 4. Óôï Ó÷Þìá 3.10 äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f .
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Ó÷Þìá 3.10: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = 2x3− 15x2 + 24x+ 19 óôï [−1; 5].

3.4.3 Êáìðõëüôçôá

Ôï åðüìåíï ÷áñáêôçñéóôéêü óôï ïðïßï èá áíáöåñèïýìå åßíáé ç êáìðõëüôçôá ìéáò óõíÜñôçóçò.

Ç êáìðõëüôçôá áöïñÜ ôéò Ýííïéåò ôçò êïéëüôçôáò êáé ôçò êõñôüôçôáò, ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

åõñÝùò óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá.

Ïñéóìüò 41 [26, óåë. 150] Áò õðïèÝóïõìå üôé ç f ïñßæåôáé óôï [á; â]. ËÝãåôáé êõñôÞ

(convex) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå x1, x2 ∈ [á; â] êáé ãéá êÜèå á ∈ (0; 1) éó÷ýåé:

f [áx1 + (1− á)x2] ≤ áf(x1) + (1− á)f(x2)

Ðáñüìïéá ç óõíÜñôçóç ëÝãåôáé êïßëç (concave) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå x1, x2 ∈ [á; â] êáé

ãéá êÜèå á ∈ (0; 1) éó÷ýåé:

f [áx1 + (1− á)x2] ≥ áf(x1) + (1− á)f(x2):

Áí ïé áíéóüôçôåò áíôéêáôáóôáèïýí áðü áõóôçñÝò áíéóüôçôåò, êÜíïõìå ëüãï ãéá áõóôçñÜ

êõñôÞ Þ áõóôçñÜ êïßëç óõíÜñôçóç.

ÊñéôÞñéï ðñþôçò êáé äåýôåñçò ðáñáãþãïõ

Èåþñçìá 16 [24, óåë. 525] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â]

êáé ðáñáãùãßóéìç óôï áíïéêôü äéÜóôçìá (á; â). Ôüôå ç f åßíáé êõñôÞ Þ êïßëç óôï [á; â] áí

êáé ìüíï áí ç f ′ åßíáé áýîïõóá Þ öèßíïõóá óôï [á; â], áíôßóôïé÷á.
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¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé ç áêüëïõèç ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 3 [24, óåë. 525] Áí ìéá óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï êëåéóôü äéÜóôçìá [á; â]

êáé ãéá êÜèå x ∈ (á; â) éó÷ýåé f ′′(x) ≥ 0 Þ f ′′(x) ≤ 0 ôüôå ç f åßíáé óôï [á; â] êõñôÞ Þ

êïßëç, áíôßóôïé÷á.

3.4.4 Óçìåßá êáìðÞò

ÊáôÜ ôçí ìåëÝôç ìéáò óõíÜñôçóçò éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæïõí óçìåßá ïñéóìïý ôçò

óôá ïðïßá ç óõíÜñôçóç áëëÜæåé êáìðõëüôçôá êáé áðü êõñôÞ ãßíåôáé êïßëç Þ áíôßóôñïöá.

ÔÝôïéá óçìåßá ïíïìÜæïíôáé óçìåßá êáìðÞò (in
ection points) ôçò óõíÜñôçóçò.

Ïñéóìüò 42 [24, óåë. 526] ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç êáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá

[á; â] êáé x0 ∈ (á; â). Ôüôå ôï óçìåßï (x0; f(x0)) ïíïìÜæåôáé óçìåßï êáìðÞò ôïõ ãñáöÞìáôïò

ôçò f üôáí êáé ìüíï üôáí õðÜñ÷åé ìéá å-ãåéôíßáóç Íå(x0) ⊂ [á; â] ôïõ x0 ôÝôïéá þóôå ç

f áðü Ýóôù êõñôÞ óôï äéÜóôçìá [x0 − å; x0] ãßíåôáé êïßëç óôï äéÜóôçìá [x0; x0 + å] êáé

áíôßóôñïöá. Ôï óçìåßï x0 ïíïìÜæåôáé èÝóç óçìåßïõ êáìðÞò ôïõ ãñáöÞìáôïò ôçò f .

ÐéèáíÜ óçìåßá êáìðÞò ìéáò óõíÜñôçóçò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí ìå ôç âïÞèåéá ôçò

äåýôåñçò ðáñáãþãïõ ôçò. Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá áðïôåëåß áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç

óçìåßïõ êáìðÞò.

Èåþñçìá 17 [24, óåë. 528] Áí (x0; f(x0)) åßíáé óçìåßï êáìðÞò ìéáò óõíÜñôçóçò f , ôüôå

åßôå f ′′(x0) = 0 åßôå ç f ′′(x) äåí ïñßæåôáé óôï x0.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï óçìåßï x0 = 0 åßíáé óçìåßï êáìðÞò ôçò f(x) = x3, áöïý áðïôåëåß ñßæá

ôçò f ′′(x) = 6x. Ëüãù ôçò ðáñáðÜíù Ðñüôáóçò ç f(x) åßíáé êïßëç óôï (−∞; 0) êáé êõñôÞ

óôï (0;+∞).

3.4.5 Áóýìðôùôåò

Ôï ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé êáôÜ ôç ìåëÝôç ìßáò óõíÜñôçóçò f åßíáé ïé

áóýìðôùôåò. Ìå ôéò áóýìðôùôåò ðåñéãñÜöåôáé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò óõíÜñôçóçò êáèþò ôï

x ðáßñíåé áðåñéüñéóôá ìåãÜëåò Þ áðåñéüñéóôá ìéêñÝò ôéìÝò Þ êáèþò ôï x ôåßíåé óå óçìåßá
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óôá ïðïßá ç óõíÜñôçóç äåí ïñßæåôáé. Äéáêñßíïõìå ôñßá åßäç áóýìðôùôùí: ôéò ðëÜãéåò, ôéò

ïñéæüíôéåò êáé ôéò êáôáêüñõöåò.

Ïñéóìüò 43 [24, óåë. 531] Ç åõèåßá f(x) = áx + â, á 6= 0 ëÝãåôáé ðëÜãéá áóýìðôùôç

(oblique asymptote) ôçò f üôáí êáé ìüíï üôáí éó÷ýåé

lim
x→+∞

[f(x)− (áx + â)] = 0 Þ lim
x→−∞

[f(x)− (áx + â)] = 0:

Ïñéóìüò 44 [26, óåë. 161] Áí ôï üñéï óôï +∞ Þ óôï −∞ ôïõ ëüãïõ f(x)=x åßíáé 0,

ôüôå á = 0 êáé ç åõèåßá ãßíåôáé f(x) = â êáé ëÝãåôáé ïñéæüíôéá áóýìðôùôç (horizontal

asymptote) ôçò f .

Åêôüò áðü ôçí óõìðåñéöïñÜ ôçò óõíÜñôçóçò êáèþò ôï x áõîÜíåôáé Þ ìåéþíåôáé áðåñéüñéóôá,

åíäéáöÝñïí Ý÷åé êáé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò êáèþò ôï x ðñïóåããßæåé óçìåßá óôá ïðïßá ç óõíÜñôçóç

äåí ïñßæåôáé.

Ïñéóìüò 45 [26, óåë. 161] Áí Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí áðü ôá üñéá

lim
x→x+0

f(x); lim
x→x−0

f(x)

åßíáé +∞ Þ −∞, ôüôå ç åõèåßá x = x0 ëÝãåôáé êáôáêüñõöç áóýìðôùôç (vertical asymptote)

ôçò f .

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç êáìðýëç f(x) = 3x
x−1 + 3x. ÅîåôÜæïõìå áí Ý÷åé êáôáêüñõöç

áóýìðôùôç:

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(
3x

x− 1
+ 3x) = −∞

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(
3x

x− 1
+ 3x) = +∞:

¢ñá ç x = 1 åßíáé êáôáêüñõöç áóýìðôùôç. Óôçí óõíÝ÷åéá, åîåôÜæïõìå áí Ý÷åé ðëÜãéá

áóýìðôùôç:

á = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
(

3

x− 1
+ 3) = 3

â = lim
x→±∞

(f(x)− áx) = lim
x→±∞

(
3x

x− 1
+ 3x− 3x) = 3:

¢ñá ç åõèåßá f(x) = 3x+ 3 åßíáé ðëÜãéá áóýìðôùôç ôçò êáìðýëçò. Óôï Ó÷Þìá 3.11 äßíïõìå

ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f . Ç ðñÜóéíç êáìðýëç áíôéóôïé÷åß óôçí ðëÜãéá áóýìðôùôç

y = 3x + 3 áõôÞò.
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Ó÷Þìá 3.11: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = 3x
x−1 + 3x óôï [−3; 5].

Óçìåßùóç 3 [20, óåë. 272] Ç ïñéæüíôéá áóýìðôùôç ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò åéäéêÞ ðåñßðôù-

óç ôçò ðëÜãéáò, üôáí á = 0. ¸ôóé, ðëÜãéá êáé ïñéæüíôéá áóýìðôùôç äåí ìðïñïýí íá

óõíõðÜñîïõí óå ìéá êáìðýëç.

3.5 Ïëïêëçñùôéêüò ëïãéóìüò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ïëïêëçñþìáôïò, Ýííïéá áðáñáßôçôç ãéá

ôçí ìåëÝôç ôçò äõíáìéêÞò óõìðåñéöïñÜò ôùí åíäïãåíþí ìåôáâëçôþí åíüò õðïäåßãìáôïò. Ç

ïëïêëÞñùóç (integration) åßíáé ç áíôßóôñïöç ðñÜîç ôçò ðáñáãþãéóçò. Ìå ôçí ïëïêëÞñùóç

ìéáò óõíÜñôçóçò âñßóêïõìå üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ ïíïìÜæïíôáé áíôéðáñÜãùãïé Þ áüñéóôá

ïëïêëçñþìáôá.

Ïñéóìüò 46 [24, óåë. 592] Ìéá óõíÜñôçóç F åßíáé ìéá áíôéðáñÜãùãïò (antiderivative)

Þ ìéá ðáñÜãïõóá óõíÜñôçóç (deriving function) Þ ìéá áñ÷éêÞ óõíÜñôçóç (initial function)

ôçò f óå Ýíá äéÜóôçìá S ∈ R áí êáé ìüíï áí F ′(x) = f(x) ãéá êÜèå x ∈ S.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç F (x) = x3 åßíáé ìéá ðáñÜãïõóá ôçò f(x) = 3x2 óôï R, áöïý

(x3)′ = 3x2. Ðáñáôçñïýìå üôé êáé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò ôçò ìïñöÞò G(x) = x3+c = F (x)+c,

üðïõ c ∈ R, åßíáé ðáñÜãïõóåò ôçò f óôï R, áöïý (x3 + c)′ = 3x2.

56



3.5.1 Áüñéóôï ïëïêëÞñùìá

Ïñéóìüò 47 [24, óåë. 594] Áí f ìéá óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óå Ýíá äéÜóôçìá S ∈ R êáé

F ìéá áíôéðáñÜãùãüò ôçò, ôüôå ôï óýíïëï ôùí áíôéðáñáãþãùí F + C ôçò f ïíïìÜæåôáé

áüñéóôï ïëïêëÞñùìá (inde�nite integral) ôçò f êáé óõìâïëßæåôáé ùò∫
f(x)dx:

Ôï óýìâïëï
∫
, ðïõ åôÝèç áðü ôïí Leibniz, ïíïìÜæåôáé óýìâïëï ïëïêëÞñùóçò (symbol of

integration) êáé ôï óýìâïëï dx õðïäçëþíåé üôé ç ïëïêëÞñùóç ãßíåôáé ùò ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ

x. Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá

óõíáñôÞóåùí, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç
∫
f(x)dx = F (x) + c, üðïõ c åßíáé ìßá

ôõ÷áßá óôáèåñÜ êáé ïíïìÜæåôáé óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò (constant of integration) .

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå ôá áüñéóôá ïëïêëçñþìáôá êÜðïéùí óôïé÷åéùäþí óõíáñôÞóåùí:

•
∫

0dx = c

•
∫

1dx = x + c

•
∫

1
x
dx = ln |x|+ c

•
∫
xádx = xá+1

á+1
+ c; á 6= −1

•
∫
exdx = ex + c

•
∫

cos xdx = sin x + c

•
∫
áxdx = áx

ln á
+ c

•
∫

sin xdx = − cos x + c

•
∫

1
cos2 x

dx = tan x + c

•
∫

1
sin2 x

dx = − cot x + c
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Éäéüôçôåò áüñéóôùí ïëïêëçñùìÜôùí

Ïé óðïõäáéüôåñåò éäéüôçôåò ôùí áüñéóôùí ïëïêëçñùìÜôùí åßíáé ïé áêüëïõèåò:

• Éäéüôçôá ôçò ïìïãÝíåéáò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí (Homogeneity property of integrals)∫
ëf(x)dx = ë

∫
f(x)dx; ë ∈ R∗

• Éäéüôçôá ôçò ðñïóèåôéêüôçôáò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí (Additivity property of integrals)∫
[f(x) + g(x)]dx =

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx

3.5.2 ÌÝèïäïé ïëïêëÞñùóçò

Óôç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå äýï âáóéêÝò ôå÷íéêÝò õðïëïãéóìïý áüñéóôùí ïëïêëçñùìÜôùí [24,

óåë. 603{613].

ÏëïêëÞñùóç ìå áíôéêáôÜóôáóç

Ìå ôçí ìÝèïäï áõôÞ õðïëïãßæïõìå ïëïêëçñþìáôá ðïõ Ý÷ïõí Þ ìðïñïýí íá ðÜñïõí ôçí ìïñöÞ∫
f(g(x))g′(x)dx. Ç ìÝèïäïò ïëïêëÞñùóçò ìå áíôéêáôÜóôáóç âáóßæåôáé óôïí áëõóùôü

êáíüíá ðáñáãþãéóçò êáé åêöñÜæåôáé ìå ôïí áêüëïõèï ôýðï:∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(u)du;

üðïõ u = g(x) êáé du = g′(x)dx.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá
∫

2x
√
x2 + 1dx. ÈÝôïõìå u = x2 + 1 êáé

du = (x2 + 1)′dx = 2xdx, ïðüôå ôï ïëïêëÞñùìá ãñÜöåôáé
∫

2x
√
x2 + 1dx =

∫ √
udu =∫

u1=2du = 2
3
u3=2 + c = 2

3
(x2 + 1)3=2 + c = 2

3

√
(x2 + 1)3 + c:

ÏëïêëÞñùóç êáôÜ ðáñÜãïíôåò

Ç ìÝèïäïò áõôÞ åêöñÜæåôáé ìå ôïí ôýðï:∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

58



Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ôï ïëïêëÞñùìá
∫

(4x3 + 1)lnxdx. ¸÷ïõìå∫
(4x3 + 1)lnxdx =

∫
(x4 + x)lnxdx = (x4 + x)lnx−

∫
(x4 + x)

1

x
dx =

= (x4 + x)lnx−
∫

(x3 + 1)dx = (x4 + x)lnx− x4

4
− x + c:

3.5.3 ÏñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá

¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f óõíå÷Þò óôï [á; â]. Xùñßæïõìå ôï äéÜóôçìá [á; â] óå í éóïìÞêç

õðïäéáóôÞìáôá ìÞêïõò Äxk = xk − xk−1; k = 1; : : : ; í ìå ôçí âïÞèåéá í − 1 óçìåßùí á =

x0 < x1 < x2 < : : : < xí = â. Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ìå ôá ïðïßá ÷ùñßæïõìå ôï [á; â] óå

í õðïäéáóôÞìáôá ëÝãåôáé äéáìåñéóìüò ôïõ äéáóôÞìáôïò áõôïý. Óôçí óõíÝ÷åéá åðéëÝãïõìå

áõèáßñåôá Ýíá îk ∈ [xk−1; xk], ãéá êÜèå k ∈ (1; : : : ; í), êáé ó÷çìáôßæïõìå ôï Üèñïéóìá

Sí = f(î1)Äx1 + f(î2)Äx2 + : : : + f(îí)Äxí;

ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé:

Sí =
í∑

k=1

f(îk)Äxk:

Ôï Üèñïéóìá áõôü ïíïìÜæåôáé Üèñïéóìá Riemann .

Ïñéóìüò 48 [26, óåë. 437] Ç óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé ïëïêëçñþóéìç êáôÜ Riemann ùò ðñïò

x óôï äéÜóôçìá [á; â] áí õðÜñ÷åé ôï üñéï ôïõ áèñïßóìáôïò Riemann ôçò f ãéá í → +∞.

¼ôáí ôï üñéï áõôü õðÜñ÷åé, åßíáé áíåîÜñôçôï ôïõ äéáìåñéóìïý, ïíïìÜæåôáé ïëïêëÞñùìá

Riemann êáé óõìâïëßæåôáé ìå
∫ â
á
f(x)dx, äçëáäÞ∫ â

á

f(x)dx = lim
í→+∞

í∑
k=1

f(îk)Äxk:

Ç óõíÜñôçóç f ëÝãåôáé ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç êáé ôá á êáé â ëÝãïíôáé êÜôù êáé Üíù üñéï

ïëïêëÞñùóçò, áíôßóôïé÷á. Åßíáé öáíåñü üôé ôï ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá åßíáé áñéèìüò, åíþ ôï

áüñéóôï åßíáé Ýíá óýíïëï óõíáñôÞóåùí.

Áí f(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ [á; â], ôüôå ôï Üèñïéóìá Riemann ðëçóéÜæåé ôçí ôéìÞ Á ðïõ åßíáé ôï

åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f(x), ôïí Üîïíá x′x

êáé ôéò åõèåßåò x = á, x = â. ¼óï ðåñéóóüôåñá åßíáé ôá õðïäéáóôÞìáôá óôá ïðïßá ÷ùñßæïõìå
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ôï äéÜóôçìá [á; â], ôüóï ôï Üèñïéóìá Riemann èá ðëçóéÜæåé ôçí ôéìÞ Á =
∫ â
á
f(x)dx. Áí

ìÜëéóôá ÷ùñßóïõìå ôï [á; â] óå Üðåéñï áñéèìü õðïäéáóôçìÜôùí, ôüôå ôï Üèñïéóìá Riemann,

ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí áíôßóôïé÷ùí ïñèïãùíßùí, èá ôåßíåé óôçí ôéìÞ

Á =
∫ â
á
f(x)dx [26, óåë. 437].

Éäéüôçôåò ôïõ ïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò

¸óôù f êáé g äýï óõíáñôÞóåéò ïëïêëçñþóéìåò óôï äéÜóôçìá [á; â]. Ïé éäéüôçôåò ðïõ éó÷ýïõí

ãéá ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá éó÷ýïõí êáé ãéá ôï ïñéóìÝíï. ÅðéðëÝïí, ãéá ôï ïñéóìÝíï

ïëïêëÞñùìá áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé áêüëïõèåò ãñáììéêÝò éäéüôçôåò [24, óåë. 638{

641]:

• Éäéüôçôá ôçò ïìïãÝíåéáò :
∫ â
á
ëf(x)dx = ë

∫ â
á
f(x)dx, üðïõ ë óôáèåñÜ

• Éäéüôçôá ôçò ãñáììéêüôçôáò :
∫ â
á

[ëf(x) + ìg(x)]dx = ë
∫ â
á
f(x)dx + ì

∫ â
á
g(x)dx

• Éäéüôçôá ôçò ìïíïôïíßáò : Áí f(x) ≤ g(x), ôüôå
∫ â
á
f(x)dx ≤

∫ â
á
g(x)dx

• Éäéüôçôá ôçò ðñïóèåôéêüôçôáò :
∫ â
á

[f(x) + g(x)]dx =
∫ â
á
f(x)dx +

∫ â
á
g(x)dx

•
∫ â
á
f(x)dx =

∫ ã
á
f(x)dx +

∫ â
ã
f(x)dx

• Áí f(x) = c óôáèåñÜ, ôüôå
∫ â
á
cdx = c(â − á)

•
∫ â
á
f(x)dx = −

∫ á
â
f(x)dx

•
∫ á
á
f(x)dx = 0

Èåìåëéþäç èåùñÞìáôá ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý

Èåþñçìá 18 (Èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò ïëïêëçñùôéêïý ëïãéóìïý) [24, óåë. 641] ¸óôù

óõíÜñôçóç f ïëïêëçñþóéìç êáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á; â]. Ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá

óçìåßï î ∈ [á; â] ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç∫ â

á

f(x)dx = (â − á)f(î)⇔ 1

â − á

∫ á

á

f(x)dx = f(î):
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Èåþñçìá 19 (Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôïõ Ïëïêëçñùôéêïý Ëïãéóìïý) [26, óåë. 442]

¸óôù f óõíÜñôçóç ç ïðïßá åßíáé ïëïêëçñþóéìç êáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [á; â] êáé F ìßá

ðáñÜãïõóá ôçò f óôï [á; â], ôüôå∫ â

á

f(x)dx = F (â)− F (á):
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ÊåöÜëáéï 4

ÏéêïíïìéêÝò åöáñìïãÝò ëïãéóìïý ìéáò

ìåôáâëçôÞò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéÜóïõìå ôéò åöáñìïãÝò ôïõ äéáöïñéêïý êáé ïëïêëçñùôéêïý

ëïãéóìïý ìéáò ìåôáâëçôÞò óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá. Èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå

ïéêïíïìéêÝò óõíáñôÞóåéò ðñáãìáôéêþí ìåôáâëçôþí, äåäïìÝíïõ üôé ôá ïéêïíïìéêÜ ìåãÝèç

âñßóêïíôáé Þ ðñïóöÝñïíôáé óå ðåñéïñéóìÝíåò ðïóüôçôåò, ð.÷. ìå âÜóç ôï åéóüäçìÜ ìáò

ìðïñïýìå íá áãïñÜóïõìå óõãêåêñéìÝíåò ðïóüôçôåò åíüò ðñïúüíôïò. Ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé-

÷åßá ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé, åíäåéêôéêÜ, óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá [5, 23, 24,

26, 31] êáé óôçí áããëéêÞ [1, 2, 4, 7].

4.1 ÏéêïíïìéêÝò åöáñìïãÝò ðáñáãþãïõ

Ç Ýííïéá ôçò ðáñáãþãïõ åßíáé Ýíá áðü ôá âáóéêüôåñá åñãáëåßá ìå ôá ïðïßá ìðïñïýìå

íá ìåëåôÞóïõìå ïéêïíïìéêÝò óõíáñôÞóåéò, äçëáäÞ óõíáñôÞóåéò ôùí ïðïßùí ïé ìåôáâëçôÝò

åêöñÜæïõí ïéêïíïìéêÜ ìåãÝèç, üðùò êüóôïò, Ýóïäá, ðáñáãùãÞ, êÝñäç, åðåíäýóåéò [24, óåë.

541].

Óôá ðåñéóóüôåñá ïéêïíïìéêÜ ðñïâëÞìáôá, õðïèÝôïõìå üôé ïé ðáñÜãïíôåò ôïõ ïéêïíïìéêïý

óõóôÞìáôïò (êáôáíáëùôÝò, åðé÷åéñÞóåéò, êõâÝñíçóç) åðéäéþêïõí íá åðéëÝîïõí ôçí áðüöáóç

ç ïðïßá ïäçãåß óôï êáëýôåñï äõíáôü áðïôÝëåóìá ãéá Ýíá äåäïìÝíï åðßðåäï äéáèÝóéìùí

ðüñùí ìåôáîý åíüò óõíüëïõ åíáëëáêôéêþí áðïöÜóåùí. Áí ïé åðéðôþóåéò ôùí áðïöÜóåùí
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ðåñéãñÜöïíôáé áðü ìéá óõíÜñôçóç, ôüôå ç áíáæÞôçóç ôçò êáëýôåñçò áðüöáóçò éóïäõíáìåß

ìå ôçí åýñåóç ôïõ ìÝãéóôïõ Þ ôïõ åëÜ÷éóôïõ ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò. ¸ôóé, ç óõìðåñéöïñÜ

ôïõ êáôáíáëùôÞ åßíáé ôÝôïéá ðïõ íá ôïõ äßíåé ôç ìåãáëýôåñç äõíáôÞ ÷ñçóéìüôçôá áðü ôçí

êáôáíÜëùóç ôùí áãáèþí ðïõ áãïñÜæåé, åíþ ïé åðé÷åéñÞóåéò óôñÝöïíôáé óå ëýóåéò ðïõ ôïõò

åðéôñÝðïõí åßôå íá ìåãéóôïðïéÞóïõí ôï êÝñäïò ôïõò åßôå íá åëá÷éóôïðïéÞóïõí ôï êüóôïò

ôïõò.

ÏéêïíïìéêÜ ìðïñïýìå íá êáôáôÜîïõìå ôÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìåãéóôïðïßçóçò êáé åëá÷éóôïðïß-

çóçò êÜôù áðü ôïí ãåíéêü ôßôëï ôçò âåëôéóôïðïßçóçò. Ç âåëôéóôïðïßçóç (optimization)

ïéêïíïìéêþí óõíáñôÞóåùí ðïõ óõ÷íÜ ïíïìÜæåôáé êáé ïéêïíïìéêüò ðñïãñáììáôéóìüò åßíáé

ìéá áðü ôéò ðéï âáóéêÝò êáé åíäéáöÝñïõóåò ðåñéï÷Ýò ôùí ïéêïíïìéêþí åðéóôçìþí êáé ôá

åñãáëåßá ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï óôçí åðßëõóç ôÝôïéïõ åßäïõò

ðñïâëçìÜôùí [24, óåë. 543].

4.1.1 ÏéêïíïìéêÜ Õðïäåßãìáôá

Ôá ïéêïíïìéêÜ õðïäåßãìáôá áðïôåëïýíôáé áðü ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò åîéóþóåéò, ïé ïðïßåò åêöñÜ-

æïõí ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï ìéá óõãêåêñéìÝíç èåùñßá ó÷åôéêÜ ìå ôçí åîÝëéîç êÜðïéùí ìåãåèþí

[26, óåë. 26].

ÌåôáâëçôÝò

Ôá ìåãÝèç ôùí ïðïßùí ïé ôéìÝò ìðïñåß íá ìåôáâÜëëïíôáé åßíáé ãíùóôÜ ùò ìåôáâëçôÝò (vari-

ables). ÌåôáâëçôÝò ðïõ óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí Ïéêïíïìßá åßíáé ôá Ýóïäá Þ ôá êÝñäç

ìéáò åðé÷åßñçóçò, ôï åèíéêü åéóüäçìá, ï ðëçèùñéóìüò, ï áñéèìüò ôùí åñãáæïìÝíùí óå ìßá

åðé÷åßñçóç.

Ìå åöáñìïãÞ êáôÜëëçëùí ìáèçìáôéêþí ìåèüäùí óôéò åîéóþóåéò åíüò õðïäåßãìáôïò, ìðïñïý-

ìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò óõãêåêñéìÝíåò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ðïõ èá ðÜñïõí ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò

ìåôáâëçôÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óå Ýíá ïéêïíïìéêü õðüäåéãìá ðïõ ðåñéãñÜöåé ôá Ýóïäá êáé ôá

Ýîïäá ìéáò åðé÷åßñçóçò óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðáñáãùãÞ ôçò, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï ýøïò

ôçò ðáñáãùãÞò ðïõ ìåãéóôïðïéåß ôá óõíïëéêÜ êÝñäç ôçò åðé÷åßñçóçò.

Ïé ìåôáâëçôÝò ôùí ïðïßùí ïé ôéìÝò ðñïêýðôïõí áðü ôéò åîéóþóåéò ôïõ õðïäåßãìáôïò ëÝãïíôáé
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åíäïãåíåßò ìåôáâëçôÝò (endogenous variables). Áíôßèåôá, ïé ìåôáâëçôÝò ôùí ïðïßùí ïé

ôéìÝò êáèïñßæïíôáé áðü åîùôåñéêïýò ðáñÜãïíôåò, ðïõ äåí ðåñéëáìâÜíïíôáé óôï óõãêåêñéìÝíï

õðüäåéãìá, ëÝãïíôáé åîùãåíåßò ìåôáâëçôÝò (exogenous variables) [26, óåë. 26{27].

ÓôáèåñÝò

Åêôüò áðü ôéò ìåôáâëçôÝò, óå Ýíá ïéêïíïìéêü õðüäåéãìá ðåñéëáìâÜíïíôáé óõíÞèùò êáé ìåãÝèç

ôùí ïðïßùí ïé ôéìÝò äåí ìåôáâÜëëïíôáé. Ôá ìåãÝèç áõôÜ ëÝãïíôáé óôáèåñÝò (constants) ôïõ

õðïäåßãìáôïò [26, óåë. 27]. ¼ôáí ìéá óôáèåñÜ ôïðïèåôåßôáé äßðëá óå ìéá ìåôáâëçôÞ, ôüôå

êáëåßôáé óõíôåëåóôÞò áõôÞò ôçò ìåôáâëçôÞò. ¼ìùò, Ýíáò óõíôåëåóôÞò ìðïñåß íá åßíáé êáé

óýìâïëï áíôß áñéèìüò, ð.÷. á ·P . Áí êáé ôï óýìâïëï á åßíáé ìéá äåäïìÝíç óôáèåñÜ, ìðïñåß íá

ðÜñåé ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ. Ãé' áõôü ôï ëüãï ïíïìÜæåôáé ðáñáìåôñéêÞ óôáèåñÜ Þ ðáñÜìåôñïò.

Êáôçãïñßåò åîéóþóåùí

Óôá ðåñéóóüôåñá ïéêïíïìéêÜ õðïäåßãìáôá ïé ìåôáâëçôÝò óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå ìáèçìá-

ôéêÝò ó÷Ýóåéò, ïé ïðïßåò ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôéò åîéóþóåéò ôïõ õðïäåßãìáôïò. Óôá õðïäåßãìáôá

ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ÏéêïíïìéêÞ ÅðéóôÞìç ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå ôñåéò êáôçãïñßåò

åîéóþóåùí, ìå âÜóç ôçí åñìçíåßá ôïõò: ôéò åîéóþóåéò ïñéóìïý, ôéò åîéóþóåéò óõìðåñéöïñÜò

êáé ôéò åîéóþóåéò éóïññïðßáò [26, óåë. 27{28].

• Ìéá åîßóùóç ïñéóìïý (Þ ôáõôüôçôá) éóïäõíáìåß ìå Ýíáí ïñéóìü åíüò ìåãÝèïõò ìå âÜóç

Üëëá ìåãÝèç ôïõ õðïäåßãìáôïò.

Ôï ðéï óõíçèéóìÝíï ðáñÜäåéãìá åîßóùóçò ïñéóìïý åßíáé ç åîßóùóç ïñéóìïý ôùí êåñäþí

ìéáò åðé÷åßñçóçò ð = TR−TC, üðïõ ð åßíáé ôá êÝñäç, TR ôá óõíïëéêÜ Ýóïäá êáé TC

ôá óõíïëéêÜ êüóôç ôçò åðé÷åßñçóçò.

• Ìéá åîßóùóç óõìðåñéöïñÜò ðåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ìåôáâÜëëåôáé ìéá ìåôá-

âëçôÞ üôáí ìåôáâÜëëïíôáé Üëëåò ìåôáâëçôÝò ôïõ õðïäåßãìáôïò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò èåùñÞóïõìå ôçí åîßóùóç TD = 15 − 0:75 · U , üðïõ TD åßíáé ôá

Ýóïäá áðü ôçí Üìåóç öïñïëïãßá (óå äéóåêáôïììýñéá e) êáé U ôï åðßðåäï áíåñãßáò,

ùò ðïóïóôü ôïõ ïéêïíïìéêÜ åíåñãïý ðëçèõóìïý. Ç åîßóùóç áõôÞ õðïäçëþíåé üôé áí
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åîáëåéöèåß åíôåëþò ç áíåñãßá, ôüôå ôá Ýóïäá áðü ôçí Üìåóç öïñïëïãßá èá åßíáé 15 äéò

e êáé üôé ãéá êÜèå áýîçóç ôçò áíåñãßáò êáôÜ ìßá ìïíÜäá ôá Ýóïäá èá ìåéþíïíôáé êáôÜ

0:75 äéò e.

• Ìéá åîßóùóç óõíèçêþí ÷ñçóéìïðïéåßôáé üôáí æçôÜìå íá éêáíïðïéåßôáé ìßá óõíèÞêç [5,

óåë. 32]. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé óõíèÞêåò éóïññïðßáò áðáíôþíôáé óå õðïäåßãìáôá óôá

ïðïßá õðåóÝñ÷åôáé ç Ýííïéá ôïõ óçìåßïõ éóïññïðßáò 1.

Ç ðéï ãíùóôÞ åîßóùóç éóïññïðßáò åßíáé, ßóùò, ç åîßóùóç qd = qs, üðïõ qd êáé qs åßíáé

áíôßóôïé÷á ç æçôïýìåíç êáé ç ðñïóöåñüìåíç ðïóüôçôá åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïúüíôïò.

Ç óõíèÞêç áõôÞ ðñÝðåé íá éó÷ýåé ðñïêåéìÝíïõ ç áãïñÜ ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïúüíôïò

íá åßíáé óå éóïññïðßá. Ïé óõíèÞêåò éóïññïðßáò ðñïóäéïñßæïõí ôéò ôéìÝò éóïññïðßáò

ôùí åíäïãåíþí ìåôáâëçôþí ãéá äåäïìÝíåò ôéìÝò ôùí åîùãåíþí ìåôáâëçôþí êáé ôùí

ðáñáìÝôñùí ôïõ õðü åîÝôáóç öáéíïìÝíïõ.

4.1.2 Ç Ýííïéá ôçò ÏñéáêÞò êáé ôçò ÌÝóçò óõíÜñôçóçò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá åîåôÜóïõìå ôçí ìÝóç êáé ôçí ïñéáêÞ óõíÜñôçóç êáé ðùò ìðïñïýìå

íá ôéò åöáñìüóïõìå óôçí áíÜëõóç ôùí ïéêïíïìéêþí öáéíïìÝíùí. Óôéò ïéêïíïìéêÝò åöáñìï-

ãÝò Ýíá ìÝãåèïò y åîáñôÜôáé åí ãÝíåé, áðü êÜðïéï Üëëï ìÝãåèïò x. Ç óõíÜñôçóç y = f(x)

ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí äýï ìåãåèþí ëÝãåôáé óõíÞèùò ïëéêÞ óõíÜñôçóç (total

function).

Áí ç ïëéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ðáñáãùãßóéìç ôüôå ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ

f ′(x) = dy
dx
, ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé ïñéáêÞ óõíÜñôçóç (marginal function). Ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç

åêöñÜæåé ôç ìåôáâïëÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ðïõ ïöåßëåôáé óå ìåôáâïëÞ ôçò áíåîÜñôç-

ôçò êáôÜ ìßá ìïíÜäá. Åêôüò áðü ôçí ïñéáêÞ óõíÜñôçóç óå êÜèå ïëéêÞ óõíÜñôçóç y = f(x)

áíôéóôïé÷åß êáé ìéá ìÝóç óõíÜñôçóç (average function) f(x)
x

ç ïðïßá åêöñÜæåé ôï ìÝãåèïò ôçò

åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò áíÜ ìïíÜäá áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò [26, óåë. 171{172].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí C(q) = 5q3 − 2q2 + 10q + 20 ç óõíÜñôçóç ïëéêïý êüóôïõò, ôüôå C(q)
q

=

1Ìå ôïí üñï óçìåßï Þ êáôÜóôáóç éóïññïðßáò (equilibrium) åííïïýìå ìéá êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ïé

ìåôáâëçôÝò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ õðïäåßãìáôïò ðïõ ìåëåôÜìå äåí ìåôáâÜëëïíôáé.
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5q2−2q+10+ 20
q
åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ ìÝóïõ êüóôïõò êáé MC(q) = dC(q)

dq
= 15q2−4q+10

åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ ïñéáêïý êüóôïõò.

4.1.3 Åëáóôéêüôçôá óõíáñôÞóåùí

Óôï ÊåöÜëáéï 3 ïñßóáìå ùò ñõèìü ìåôáâïëÞò ôçò óõíÜñôçóçò y = f(x) ôçí ðáñÜãùãï

f ′(x). Áõôü óçìáßíåé üôé ìå êÜèå ìåôáâïëÞ ôùí x êáé y ìåôáâÜëëåôáé êáé ç ðáñÜãùãïò.

¸íáò ñõèìüò ìåôáâïëÞò ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôá x êáé y åßíáé ç åëáóôéêüôçôá.

Ïñéóìüò 49 [24, óåë. 545] Ç åëáóôéêüôçôá (elasticity) ìéáò óõíÜñôçóçò y = f(x) óõìâï-

ëßæåôáé ìå ny Þ åy êáé ïñßæåôáé ùò ï ëüãïò ôçò ðïóïóôéáßáò ìåôáâïëÞò Åy = dy
y
ôçò y ðñïò

ôçí ðïóïóôéáßá ìåôáâïëÞ Åx = dx
x
ôçò x. ÄçëáäÞ

ny = åy =
Ey

Ex
=

dy
y

dx
x

=
x

y

dy

dx
=
x

y
f ′(x)

Áí óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðïëëáðëáóéÜóïõìå áñéèìçôÞ êáé ðáñïíïìáóôÞ ìå y
dx

ðáßñíïõìå:

ny = åy =

dy
y

y
dx

dx
x

y
dx

=
dy
dx
y
x

=
ïñéáêÞ óõíÜñôçóç
ìÝóç óõíÜñôçóç

Åëáóôéêüôçôá óçìåßïõ

Áí ç ìåôáâïëÞ ôçò ìåôáâëçôÞò x åßíáé áðåéñïåëÜ÷éóôç, ôüôå ðñïêýðôåé ìßá Üëëç êáôçãïñßá

åëáóôéêüôçôáò, ç åëáóôéêüôçôá óçìåßïõ (point elasticity), ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

åy = lim
Äx→0

Äy

Äx
· x
y
:

Áí ïé åêöñÜóåéò Äx êáé Äy áíá÷èïýí óôá äéáöïñéêÜ dx êáé dy, ôüôå ç åëáóôéêüôçôá óçìåßïõ

äßíåôáé áðü ôïí ôýðï ôçò åëáóôéêüôçôáò [5, óåë. 289{293].

Åëáóôéêüôçôá ôüîïõ

Óõ÷íÜ ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò áíáëõôéêÞò ìïñöÞò ìéáò ïéêïíïìéêÞò óõíÜñôçóçò äåí åßíáé

äõíáôüò. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç åëáóôéêüôçôá ìåôáîý äýï óçìåßùí (x1; y1)

êáé (x2; y2) ôïõ ãñáöÞìáôïò ôçò f ðïõ ïíïìÜæåôáé åëáóôéêüôçôá ôüîïõ (arc elasticity) Þ

ôïîïåéäÞ åëáóôéêüôçôá. Ç åëáóôéêüôçôá ôüîïõ ìðïñåß íá ëÜâåé ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ìïñöÝò

[24, óåë. 546]:
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• óôï óçìåßï (x1; y1) Ý÷ïõìå:

åy1 =
x1
y1
· Äy
Äx

• óôï óçìåßï (x2; y2) Ý÷ïõìå:

åy2 =
x2
y2
· Äy
Äx

• ôçò ìÝóçò ôéìÞò ôùí (x1; y1) êáé (x2; y2) Ý÷ïõìå:

åy12 =
x1 + x2
y1 + y2

· Äy
Äx

.

Óçìåßùóç 4 [24, óåë. 547] Ç åëáóôéêüôçôá ôüîïõ ìåéïíåêôåß óå ó÷Ýóç ìå ôçí óçìåéáêÞ

åëáóôéêüôçôá, üðùò ìåéïíåêôåß ôï ìÝóï óå ó÷Ýóç ìå ôï ïñéáêü ìÝãåèïò.

Ïñéóìüò 50 [24, óåë. 548] Ç óõíÜñôçóç y = f(x) ïíïìÜæåôáé åëáóôéêÞ (elastic), áíåëá-

óôéêÞ (inelastic) êáé ìïíáäéáßáò åëáóôéêüôçôáò (unit elasticity) óå Ýíá óçìåßï ôïõ ðåäßïõ

ïñéóìïý ôçò áí ç åëáóôéêüôçôÜ ôçò óôï óçìåßï áõôü åßíáé ìåãáëýôåñç, ìéêñüôåñç Þ ßóç ìå

ôçí ìïíÜäá, áíôßóôïé÷á.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò D(q) = 200 − 5p. Ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç êáé ç

ìÝóç óõíÜñôçóç ôçò äåäïìÝíçò æÞôçóçò åßíáé

dq

dp
= −5 êáé

q

p
=

200− 5p

q
:

¢ñá ç åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò ùò ðñïò ôçí ôéìÞ åßíáé

åd =
dq

dp

p

q
= −5

p

200− 5p
=
−p

40− p
:

Ç åëáóôéêüôçôá óçìåßïõ õðïëïãßæåôáé áí äþóïõìå ôéìÞ óôçí ìåôáâëçôÞ p. Ç óõíÜñôçóç

æÞôçóçò åßíáé ìïíáäéáßáò åëáóôéêüôçôáò ãéá p = 20, áöïý |åd| = 1, åëáóôéêÞ ãéá p = 30,

áöïý |åd| = 3 êáé áíåëáóôéêÞ ãéá p = 10, áöïý |åd| = 0; 3. Áí õðïèÝóïõìå üôé p1 = 8 êáé

p2 = 14, ôüôå ìå åöáñìïãÞ ôïõ ôýðïõ ôçò óõíÜñôçóçò ðñïêýðôåé üôé q1 = 160 êáé q2 = 130.

Ç åëáóôéêüôçôá ôüîïõ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

å12 =
Äq

Äp

p1 + p2
q1 + q2

=
130− 160

14− 8

8 + 14

160 + 130
= −0; 4:

¢ñá ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò åßíáé áíåëáóôéêÞ.

Áí |åy| = 0 ç óõíÜñôçóç åßíáé ðëÞñùò áíåëáóôéêÞ êáé áí |åy| → +∞ ðëÞñùò åëáóôéêÞ [26,

óåë. 180].
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4.1.4 Ó÷Ýóåéò ïëéêþí, ìÝóùí êáé ïñéáêþí ìåãåèþí êáé åëáóôéêïôÞôùí

áõôþí

Áí y = f(x) ç óõíÜñôçóç åíüò ïëéêïý ìåãÝèïõò, ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò ôïõ ìÝóïõ ìåãÝèïõò

êáé ôïõ ïñéáêïý ìåãÝèïõò åßíáé h(x) = f(x)
x

êáé f ′(x) áíôßóôïé÷á. Ìå ðáñáãþãéóç ôçò

óõíÜñôçóçò ôïõ ìÝóïõ ìåãÝèïõò h(x) = f(x)
x

ðáßñíïõìå:

h′(x) =
dh(x)

dx
=
xf ′(x)− f(x)

x2
= óõíÜñôçóç ïñéáêïý ìÝóïõ ìåãÝèïõò.

ÐáñáêÜôù èá áíáöÝñïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò ðñïôÜóåéò, ÷ñÞóéìåò ãéá ôç ìåëÝôç äéáöüñùí

ïéêïíïìéêþí óõíáñôÞóåùí. Ãéá ôéò áðïäåßîåéò ôùí ðñïôÜóåùí, äåßôå [24, óåë. 552{554].

Ðñüôáóç 4 Ç óõíÜñôçóç åíüò ìÝóïõ ìåãÝèïõò h(x) Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá ðïõ

åßíáé ßóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ôïõ ïñéáêïý ìåãÝèïõò f ′(x). ÐáñïõóéÜæåé ôïðéêÜ

åëÜ÷éóôá Þ ôïðéêÜ ìÝãéóôá áíÜëïãá ìå ôï áí ç ðáñÜãùãïò ôïõ ïñéáêïý ìåãÝèïõò åßíáé

èåôéêÞ, äçëáäÞ f ′′(x) > 0 Þ áñíçôéêÞ äçëáäÞ, f ′′(x) < 0 áíôßóôïé÷á.

Ðñüôáóç 5 ¼ôáí h′(x) < 0 ôüôå f ′(x) < h(x). ¼ôáí h′(x) = 0 ôüôå f ′(x) = h(x) êáé ç

h(x) Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá áõôÜ êáé üôáí ç h′(x) > 0 ôüôå f ′(x) > h(x).

Ðñüôáóç 6 Ç óõíÜñôçóç åíüò ìÝóïõ ìåãÝèïõò Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá ðïõ ç

åëáóôéêüôçôá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ïëéêïý ìåãÝèïõò åßíáé ßóç ìå ôç ìïíÜäá.

Ðñüôáóç 7 Ç óõíÜñôçóç åíüò ïëéêïý ìåãÝèïõò Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá ðïõ ç

åëáóôéêüôçôá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ìÝóïõ ìåãÝèïõò éóïýôáé ìå −1.

4.1.5 ÓõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò

Ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò (production function) ãéá Ýíá áãáèü åêöñÜæåôáé áðü ìßá åîßóùóç

ç ïðïßá äßíåé ôçí ìÝãéóôç ðïóüôçôá ôïõ áãáèïý ðïõ ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áðü ïðïéïäÞðïôå

óõãêåêñéìÝíï óýíïëï åéóñïþí, üôáí óôçí ðáñáãùãÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç êáëýôåñç ôå÷íéêÞ

ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç. Ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò óõíéóôÜ ìßá óõíáñôçóéáêÞ ó÷Ýóç åéóñïÞò

óõíôåëåóôþí êáé åêñïÞò ðñïúüíôïò. Ç ó÷Ýóç áõôÞ áëãåâñéêÜ åêöñÜæåôáé ùò åîÞò:

y = f(K;L; Y1; : : : ; YK)
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üðïõ y åßíáé ôï ðáñáãüìåíï ðñïúüí, K ôï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï êåöÜëáéï, L ç ÷ñçóéìïðïéçèåßóá

åñãáóßá êáé Õ1; Õ2; : : : ; YK ïé Üëëïé ÷ñçóéìïðïéïýìåíïé ðáñáãùãéêïß óõíôåëåóôÝò [22, óåë.

292].

Èá áíáöåñèïýìå åäþ ìüíï óå âñá÷õ÷ñüíéåò óõíáñôÞóåéò ðáñáãùãÞò (short-term produc-

tion functions) êáé èá õðïèÝóïõìå üôé åêôüò áðü Ýíáí ïé õðüëïéðïé óõíôåëåóôÝò ðáñáãùãÞò

ðáñáìÝíïõí óôáèåñïß. Ç óõíÜñôçóç ïëéêïý ðñïúüíôïò äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç q = f(x), üðïõ

q åßíáé ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá êáé x ç åñãáóßá. Ç ìÝóç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò åêöñÜæåé ôçí

ðïóüôçôá ôïõ ðáñáãüìåíïõ ðñïúüíôïò áíÜ ìïíÜäá åéóñïÞò x êáé õðïëïãßæåôáé ùò AP = q
x
.

Ç AP ïíïìÜæåôáé ìÝóï ðñïúüí (average product) ôçò åéóñïÞò x. H ïñéáêÞ óõíÜñôçóç

ðáñáãùãÞò åêöñÜæåé ôçí ìåôáâïëÞ ôïõ ðñïúüíôïò ðïõ ïöåßëåôáé óå ìßá ìéêñÞ ìåôáâïëÞ (êáôÜ

ìßá ìïíÜäá) ôçò åéóñïÞò x. H MP = dq
dx

ïíïìÜæåôáé ïñéáêü ðñïúüí (marginal product) ôçò

åéóñïÞò x [26, óåë. 172].

Ó÷Ýóåéò ìåôáîý ïëéêïý, ìÝóïõ êáé ïñéáêïý ðñïúüíôïò

Óôï Ó÷Þìá 4.1 ðáñïõóéÜæïõìå ôç ó÷Ýóç ìåôáîý ôïõ óõíïëéêïý, ïñéáêïý êáé ìÝóïõ ðñïúüíôïò

êáôÜ ôçí âñá÷õ÷ñüíéá ðåñßïäï. Ç ìðëå êáìðýëç áíáöÝñåôáé óôï ïñéáêü, ç ðñÜóéíç óôï ìÝóï

êáé ç êüêêéíç óôï óõíïëéêü ðñïúüí, áíôßóôïé÷á. Äéáðéóôþíïõìå üôé:

• Áí ç åéóñïÞ åßíáé óôï åðßðåäï x = 0 äåí õðÜñ÷åé ðáñáãùãÞ.

• Ôï ïñéáêü ðñïúüí åßíáé èåôéêü ìÝ÷ñé åíüò óçìåßïõ êáé óôç óõíÝ÷åéá ãßíåôáé áñíçôéêü.

Óõíåðþò ç ïëéêÞ ðáñáãùãéêüôçôá áñ÷éêÜ åßíáé áýîïõóá êáé óôç óõíÝ÷åéá åßíáé öèßíïõ-

óá, ðáñïõóéÜæïíôáò Ýôóé ôïðéêü ìÝãéóôï.

• Ôï ïñéáêü ðñïúüí ìåãéóôïðïéåßôáé üôáí ôï óõíïëéêü ðáñïõóéÜæåé óçìåßï êáìðÞò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï Ó÷Þìá 4.1 áöïñÜ ôçí óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò q = f(x) = −2x3 + 9x2.

Ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç MP = −6x2 + 18x ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá x1 = 0 êáé x2 = 3. Ç

óõíÜñôçóç q ðáñïõóéÜæåé ôïðéêü åëÜ÷éóôï óôï óçìåßï x1 = 0 ìå f(0) = 0 êáé ôïðéêü

ìÝãéóôï óôï óçìåßï x2 = 3 ìå f(3) = 27. Ãéá íá äéáðéóôþóïõìå áí õðÜñ÷åé óçìåßï êáìðÞò

õðïëïãßæïõìå ôéò ñßæåò ôçò ÌP ′ = −12x + 18. ÐñÜãìáôé ôï óçìåßï x = 1:5 åßíáé óçìåßï

êáìðÞò êáé óôï óçìåßï áõôü ôï ïñéáêü ðñïúüí ìåãéóôïðïéåßôáé.
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Ó÷Þìá 4.1: Êáìðýëåò Óõíïëéêïý, Ïñéáêïý êáé ÌÝóïõ Ðñïúüíôïò.

Ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõíïëéêïý, ìÝóïõ êáé ïñéáêïý ðñïúüíôïò åîçãåßôáé áðü ôïí íüìï ôçò

öèßíïõóáò Þ ìç áíÜëïãçò áðüäïóçò. Ï íüìïò ôçò öèßíïõóáò Þ ìç áíÜëïãçò áðüäïóçò

äçëþíåé üôé óôçí âñá÷õ÷ñüíéá ðåñßïäï ðáñáãùãÞò, äçëáäÞ óôçí ðåñßïäï ðïõ õðÜñ÷åé Ýíáò

ôïõëÜ÷éóôïí óôáèåñüò ðáñáãùãéêüò óõíôåëåóôÞò, õðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï ìÝ÷ñé ôï ïðïßï ç

äéáäï÷éêÞ ðñïóèÞêç ßóùí ìïíÜäùí ôïõ ìåôáâëçôïý óõíôåëåóôÞ äßíåé óõíå÷þò ìåãáëýôåñåò

áõîÞóåéò óôï ïëéêü ðñïúüí. ÐÝñá áðü ôï óçìåßï áõôü êÜèå äéáäï÷éêÞ ßóç áýîçóç ôïõ

ìåôáâëçôïý óõíôåëåóôÞ èá äßíåé üëï êáé ìéêñüôåñåò áõîÞóåéò óôï ïëéêü ðñïúüí. Óå áõôÞ

ôç óõìðåñéöïñÜ ïöåßëåôáé êáé ç áñ÷éêÞ áýîçóç êáé ç ôåëéêÞ ìåßùóç ôïõ ïñéáêïý ðñïúüíôïò

[19, óåë. 122{125].

ÅðéðëÝïí, óôéò óõíáñôÞóåéò ïëéêïý, ìÝóïõ êáé ïñéáêïý ðñïúüíôïò ðáñáôçñïýìå üôé [24, óåë.

556]:

• Óôá óçìåßá ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò ïñéáêïý êáé ìÝóïõ ðñïúüíôïò åßíáé ßóåò, ç óõíÜñôçóç

ôïõ ìÝóïõ ðñïúüíôïò Ý÷åé ôïðéêÜ åëÜ÷éóôá Þ ôïðéêÜ ìÝãéóôá áíÜëïãá ìå ôï áí ç

ðáñÜãùãïò ôïõ ïñéáêïý ðñïúüíôïò åßíáé èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ áíôßóôïé÷á óôá óçìåßá áõôÜ.

• ¼ôáí ôï ïñéáêü ìÝóï ðñïúüí åßíáé áñíçôéêü ôüôå ôï ïñéáêü ðñïúüí åßíáé ìéêñüôåñï áðü

ôï ìÝóï ðñïúüí. ¼ôáí ôï ïñéáêü ìÝóï ðñïúüí åßíáé ßóï ìå ìçäÝí ôüôå ôï ïñéáêü ðñïúüí

åßíáé ßóï ìå ôï ìÝóï êáé ôï ìÝóï ðñïúüí Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôï óçìåßï áõôü. ÔÝëïò

üôáí ôï ïñéáêü ìÝóï ðñïúüí åßíáé èåôéêü ôüôå ôï ïñéáêü ðñïúüí åßíáé ìåãáëýôåñï áðü

ôï ìÝóï ðñïúüí.
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• Ç óõíÜñôçóç ôïõ ìÝóïõ ðñïúüíôïò Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá ðïõ ç åëáóôéêüôç-

ôá ôçò óõíÜñôçóçò ðáñáãùãÞò åßíáé ßóç ìå 1.

• Ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò Ý÷åé ôïðéêÜ áêñüôáôá óôá óçìåßá ðïõ ç åëáóôéêüôçôá ôïõ

ìÝóïõ ðñïúüíôïò åßíáé ßóç ìå -1.

4.1.6 ÌïñöÝò áãïñÜò

ÐëÞñçò áíôáãùíéóìüò

Ï ðëÞñçò áíôáãùíéóìüò (perfect competition) åßíáé ôï ïéêïíïìéêü õðüäåéãìá ôçò áãïñÜò

ðïõ Ý÷åé ôá ðáñáêÜôù ÷áñáêôçñéóôéêÜ [22, óåë. 306]:

1. Ï áñéèìüò ðùëçôþí êáé áãïñáóôþí åßíáé ôüóï ìåãÜëïò, ìå áðïôÝëåóìá ç ôéìÞ ôùí

áãáèþí íá ìçí åðçñåÜæåôáé áðü áõôïýò. Ïé áãïñáóôÝò ðñïóðáèïýí íá áðïêôÞóïõí

ôï áãáèü óôç ìéêñüôåñç äõíáôÞ ôéìÞ êáé ïé ðùëçôÝò ðñïóðáèïýí íá ôï äéáèÝóïõí óôç

ìåãáëýôåñç äõíáôÞ ôéìÞ.

2. Ôá áãáèÜ åßíáé ôÝëåéá ïìïéïãåíÞ.

3. Ïé ðùëçôÝò êáé ïé áãïñáóôÝò Ý÷ïõí ôÝëåéá ãíþóç ôùí óõíèçêþí ôçò áãïñÜò êáé ôùí

äéáöüñùí åíáëëáêôéêþí ëýóåùí.

4. ÕðÜñ÷åé åëåõèåñßá åéóüäïõ êáé åîüäïõ ôùí åðé÷åéñÞóåùí óôçí áãïñÜ.

Êáèáñü ìïíïðþëéï

Ôï êáèáñü ìïíïðþëéï (pure monopoly) åßíáé ôï ïéêïíïìéêü õðüäåéãìá ôçò áãïñÜò ðïõ Ý÷åé

ôá ðáñáêÜôù ÷áñáêôçñéóôéêÜ [22, óåë. 306]:

1. Ç ðñïóöïñÜ åíüò áãáèïý ðñïÝñ÷åôáé áðü ìßá ìüíï åðé÷åßñçóç, ç ïðïßá Ý÷åé ðëÞñç

Ýëåã÷ï ôçò áãïñÜò, ôüóï ùò ðñïò ôçí ðïóüôçôá ôïõ, üóï êáé ùò ðñïò ôçí ôéìÞ ôïõ.

2. Äåí õðÜñ÷ïõí õðïêáôÜóôáôá áãáèÜ.

Áíôßèåôá ìå ôéò óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý üðïõ ïé ôéìÝò åßíáé äåäïìÝíåò êáé óôáèåñÝò,

óôï êáèáñü ìïíïðþëéï, ï ìïíïðùëçôÞò èÝôåé ôéò ôéìÝò óå äéÜöïñá åðßðåäá êáé ðáñáôçñåß ôéò
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áíôéäñÜóåéò ôùí êáôáíáëùôþí óå ó÷Ýóç ìå ôéò æçôïýìåíåò ðïóüôçôåò. Óôç ðåñßðôùóç áõôÞ,

ï íüìïò ôçò æÞôçóçò (law of demand) áíáöÝñåé üôé üóï ìåéþíåôáé ç ôéìÞ åíüò ðñïúüíôïò ôüóï

áõîÜíåé ç æÞôçóÞ ôïõ êáé áíôßóôñïöá. Áõôü óçìáßíåé üôé áí ç D(q) åßíáé ðáñáãùãßóéìç, ôüôå

D′(q) < 0, äçëáäÞ ç D(q) åßíáé ãíçóßùò öèßíïõóá. Åðßóçò, ç D(q) åßíáé óõíÞèùò êõñôÞ,

Ý÷ïõìå äçëáäÞ D′′(q) > 0 [24, óåë. 570].

4.1.7 ÓõíÜñôçóç åóüäùí

Ç óõíÜñôçóç åóüäùí (revenue function) åêöñÜæåé ôá ïëéêÜ Ýóïäá R ðïõ äçìéïõñãïýíôáé áðü

ôçí ðþëçóç ìéáò äåäïìÝíçò ðïóüôçôáò ðñïúüíôïò q [26, óåë. 173].

Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý (perfect competition), ðïõ ç ðïóüôçôá ôïõ

ðñïóöåñüìåíïõ ðñïúüíôïò äåí ìðïñåß íá åðçñåÜóåé ôçí ôéìÞ ôïõ, ç óõíÜñôçóç ïëéêþí åóüäùí

(total revenue function, TR) äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò [29, óåë. 520]:

TR = f(p; q)⇒ TR = p · q:

Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ êáèáñïý ìïíïðùëßïõ (pure monopoly) ç óõíÜñôçóç ïëéêþí åóüäùí

äßíåôáé áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôçò óõíÜñôçóçò æÞôçóçò åðß ôçí ðïóüôçôá q, äçëáäÞ éó÷ýåé

TR = qD(q).

Ç ìÝóç óõíÜñôçóç åóüäùí (average revenue function, AR) åêöñÜæåé ôá Ýóïäá áíÜ ìïíÜäá

ðñïúüíôïò. Ôï ìÝóï Ýóïäï äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

AR =
TR

q
= D(q):

¼ôáí ç åðé÷åßñçóç ëåéôïõñãåß óå óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý, ç ôéìÞ åßíáé äåäïìÝíç êáé

èåùñïýìå üôé óôçí ôéìÞ áõôÞ ç åðé÷åßñçóç ìðïñåß íá ðùëÞóåé üëç ôçí ðïóüôçôá ðïõ ðáñÜãåé.

Éó÷ýåé AR = p.

Ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç åóüäùí (marginal revenue function, MR) åêöñÜæåé ôçí ìåôáâïëÞ ôùí

åóüäùí áðü ôçí ðþëçóç ìßáò åðéðëÝïí ìïíÜäáò ðñïúüíôïò:

MR =
d(TR)

dq
= R′(q):

Óôïí ðëÞñç áíôáãùíéóìü, ðïõ ç ôéìÞ åßíáé óôáèåñÞ ôï ïñéáêü Ýóïäï åßíáé:

MR = (pq)′ = p:
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Ôá ïñéáêÜ Ýóïäá åßíáé ìéêñüôåñá, ßóá Þ ìåãáëýôåñá áðü ôá ìÝóá Ýóïäá, üôáí ôá ìÝóá Ýóïäá

ìåéþíïíôáé, ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ Þ áõîÜíïíôáé, áíôßóôïé÷á. Óôá óçìåßá ðïõ ôá ïñéáêÜ Ýóïäá

åßíáé ßóá ìå ôá ìÝóá, ôüôå ç óõíÜñôçóç ôùí ìÝóùí åóüäùí ðáñïõóéÜæåé ôïðéêÜ áêñüôáôá [24,

óåë. 574].

Áðü ôçí ìÝóç óõíÜñôçóç åóüäùí ðñïêýðôåé ç ïñéáêÞ ìÝóç óõíÜñôçóç åóüäùí (marginal

average revenue function, MAR) ðïõ äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò: MAR = d(AR)
dq

[24, óåë. 569].

¼ðùò äéáðéóôþíïõìå ç ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò åóüäùí åîáñôÜôáé áðü ôçí ìïñöÞ ôçò óõíÜñôç-

óçò æÞôçóçò D(q) ðïõ ìå ôçí óåéñÜ ôçò åîáñôÜôáé áðü ôéò óõíèÞêåò áãïñÜò ðïõ åðéêñáôïýí.

Ç åëáóôéêüôçôá ïëéêþí åóüäùí êáé ç åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò óõíäÝïíôáé ìå ôçí áêüëïõèç

ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 8 [24, óåë. 573] Ç óõíÜñôçóç ïëéêþí åóüäùí ðáñïõóéÜæåé ôïðéêü ìÝãéóôï óôï

óçìåßï ðïõ ç åëáóôéêüôçôÜ ôçò åßíáé ßóç ìå ìçäÝí.

4.1.8 ÓõíÜñôçóç êüóôïõò

Ôï ïëéêü êüóôïò (total cost, TC) ìéáò åðé÷åßñçóçò åßíáé ôï óýíïëï ôùí äáðáíþí óôéò ïðïßåò

ðñïâáßíåé ç åðé÷åßñçóç ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôïõ ðñïúüíôïò ôçò [22, óåë. 82]. Óôçí âñá÷õ÷ñüíéá

ðåñßïäï ôï ïëéêü êüóôïò åßíáé ôï Üèñïéóìá ôïõ óôáèåñïý êüóôïõò (�xed cost, FC) êáé ôïõ

ìåôáâëçôïý êüóôïõò (variable cost, V C), äçëáäÞ

TC = FC + V C:

Ìåôáâëçôü êüóôïò åßíáé ïé äáðÜíåò ðïõ êáôáâÜëëïíôáé ãéá ôïõò ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò,

ð.÷. ïé ðñþôåò ýëåò êáé ôá çìåñïìßóèéá [19, óåë. 125]. Óôáèåñü êüóôïò åßíáé ôï êüóôïò ðïõ

äåí ìåôáâÜëëåôáé êáèþò ìåôáâÜëëåôáé ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá ðñïúüíôïò, ð.÷. ôá åíïßêéá

ôùí êôéñéáêþí åãêáôáóôÜóåùí êáé ôá áóöÜëéóôñá ôùí åðé÷åéñÞóåùí [19, óåë. 125].

Áíôßèåôá, óôçí ìáêñï÷ñüíéá ðåñßïäï ç åðé÷åßñçóç ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåé ôéò ðïóüôçôåò üëùí

ôùí ðáñáãùãéêþí óõíôåëåóôþí. Ìðïñåß íá áõîÞóåé Þ íá ìåéþóåé ôéò ðïóüôçôåò ôùí ìç÷áíç-

ìÜôùí Þ ôùí êôéñéáêþí åãêáôáóôÜóåùí ôçò. Óõíåðþò äåí õðÜñ÷åé óôáèåñü êüóôïò.

Ç óõíÜñôçóç ìÝóïõ êüóôïõò (average cost function, AC) åêöñÜæåé ôï êüóôïò áíÜ ìïíÜäá

ðñïúüíôïò êáé åßíáé ï ëüãïò ôïõ êüóôïõò ðñïò ôçí áíôßóôïé÷ç ìïíÜäá ðñïúüíôïò [26, óåë.
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173]. Óôçí âñá÷õ÷ñüíéá ðåñßïäï ôï ìÝóï óõíïëéêü êüóôïò (ATC) éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá

ôïõ ìÝóïõ óôáèåñïý (AFC) êáé ôïõ ìÝóïõ ìåôáâëçôïý êüóôïõò (AV C), äçëáäÞ ATC =

AFC + AV C = FC=Q + V C=Q.

Ç óõíÜñôçóç ïñéáêïý êüóôïõò (marginal cost function, MC) åêöñÜæåé ôï ñõèìü ìå ôïí

ïðïßï ìåôáâÜëëåôáé ôï ïëéêü êüóôïò, üôáí ìåôáâÜëëåôáé ç ðáñáãùãÞ êáôÜ ìßá ìïíÜäá [26,

óåë. 173]:

MC = dC=dq = C ′(q):

Óôïí ðëÞñç áíôáãùíéóìü, ðïõ ç ôéìÞ åßíáé óôáèåñÞ ôï ïñéáêü êüóôïò åßíáé:

MC = (pq)′ = p:

Ó÷Ýóåéò ìåôáîý ïñéáêïý êáé ìÝóïõ ïëéêïý êüóôïõò

Ç óýãêñéóç ôçò ðïñåßáò ôùí êáìðõëþí ìÝóïõ ïëéêïý êüóôïõò êáé ïñéáêïý êüóôïõò äåß÷íåé

üôé óôá ðñþôá åðßðåäá ðáñáãùãÞò ôï ìÝóï ïëéêü êüóôïò ìåéþíåôáé, ôï ïñéáêü êüóôïò åðßóçò

ìåéþíåôáé êáé Ý÷åé ôéìÝò ìéêñüôåñåò áðü ôï ìÝóï ìåôáâëçôü êüóôïò. ¼ôáí ôï ìÝóï ïëéêü

êüóôïò Ý÷åé ôçí ÷áìçëüôåñç ôéìÞ ôïõ, ç êáìðýëç ôïõ ïñéáêïý êüóôïõò óõíáíôÜ ôçí êáìðýëç

ôïõ ìÝóïõ ïëéêïý óôï óçìåßï áõôü. Ôï óçìåßï áõôü ïíïìÜæåôáé óçìåßï öõãÞò (scuttle point)

êáé ç óõíÜñôçóç ôïõ ìÝóïõ ïëéêïý êüóôïõò ðáñïõóéÜæåé ôïðéêü åëÜ÷éóôï. Óôï óçìåßï ðïõ ôï

ïñéáêü êüóôïò åëá÷éóôïðïéåßôáé, ç óõíÜñôçóç ïëéêïý êüóôïõò ðáñïõóéÜæåé óçìåßï êáìðÞò.

EðéðëÝïí, ðáñáôçñïýìå üôé ïé êáìðýëåò ôïõ ìÝóïõ ïëéêïý êáé ôïõ ïñéáêïý êüóôïõò Ý÷ïõí

ôï ó÷Þìá ôïõ ëáôéíéêïý ãñÜììáôïò U ùò óõíÝðåéá ôïõ íüìïõ ôçò öèßíïõóáò Þ ìç áíÜëïãçò

áðüäïóçò. ÔÝëïò, óõìðåñáßíïõìå üôé ç óõíÜñôçóç êüóôïõò åßíáé áõóôçñÜ áýîïõóá, åðåéäÞ

áýîçóç ôçò ðáñáãüìåíçò ðïóüôçôáò óçìáßíåé êáé áýîçóç ôïõ êüóôïõò ðáñáãùãÞò [29, óåë.

529{535].

¼ëá ôá ðáñáðÜíù ðáñïõóéÜæïíôáé óôï Ó÷Þìá 4.2: ¸óôù ç óõíÜñôçóç êüóôïõò C(q) =

2q3−6q2 +20q+37 (ç êáìðýëç ìå êüêêéíï ÷ñþìá). Áðü ôçí óõíÜñôçóç êüóôïõò ðñïêýðôåé

üôé TFC = 37; TV C = C − TFC = 2q3 − 6q2 + 20q, AV C = TV C
q

= 2q2 − 6q + 20 êáé

ATC = C(q)
q

= 2q2−6q+20+ 37
q
. Ç óõíÜñôçóç ìÝóïõ ìåôáâëçôïý êüóôïõò åëá÷éóôïðïéåßôáé

óôï óçìåßï ðïõ ç ðñþôç ðáñÜãùãïò åßíáé ßóç ìå ìçäÝí êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò èåôéêÞ,
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Ó÷Þìá 4.2: Êáìðýëåò ïëéêïý, ïñéáêïý êáé ìÝóïõ ïëéêïý êüóôïõò.

äçëáäÞ:
d(AV C)

dq
= 0⇒ 4q − 6 = 0⇒ q = 1:5 êáé

d2(AV C)

dq2
= 4 > 0:

¸ôóé óôï óçìåßï q = 1:5 ôï ìÝóï ìåôáâëçôü êüóôïò åëá÷éóôïðïéåßôáé ìå åëÜ÷éóôç ôéìÞ ßóç

ìå 15:5. Ç óõíÜñôçóç ôïõ ïñéáêïý êüóôïõò (ç êáìðýëç ìå ðñÜóéíï ÷ñþìá) åßíáé

MC =
dC

dq
= 6q2 − 12q + 20 êáé C ′(1:5) = 15:5:

¸ôóé óôï óçìåßï q = 1:5 ôï ìÝóï ìåôáâëçôü êüóôïò åßíáé åëÜ÷éóôï êáé ßóï ìå ôï ïñéáêü.

Ãéá íá ðáñïõóéÜæåé ç óõíÜñôçóç ïëéêïý êüóôïõò óçìåßï êáìðÞò èá ðñÝðåé ôï ïñéáêü êüóôïò

íá åëá÷éóôïðïéåßôáé, äçëáäÞ èá ðñÝðåé:

d(MC)

dq
= 12q − 12 = 0⇒ q = 1 êáé

d2(MC)

dq2
= 12 > 0:

¸ôóé óôï óçìåßï q = 1 ç óõíÜñôçóç ïëéêïý êüóôïõò ðáñïõóéÜæåé óçìåßï êáìðÞò [24, óåë.

563]. Óôï Ó÷Þìá 4.2 ðáñïõóéÜæïõìå, ìå ìðëå ÷ñþìá, êáé ôçí óõíÜñôçóç ìÝóïõ ïëéêïý

êüóôïõò ATC = 2q2 − 6q + 20 + 37=q.

Õðüäåéãìá Üñéóôçò ðïóüôçôáò ðáñáããåëßáò

Óôï ôìÞìá áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áðëü õðüäåéãìá ðñïãñáììáôéóìïý áðïèåìÜôùí ðïõ

áíáöÝñåôáé ùò õðüäåéãìá Üñéóôçò ðïóüôçôáò ðáñáããåëßáò (economic order quantity). Óôü-

÷ïò êÜèå ðñïâëÞìáôïò ðñïãñáììáôéóìïý áðïèåìÜôùí åßíáé ç åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ ïëéêïý

êüóôïõò áðïèåìáôïðïßçóçò. Ôï êüóôïò áðïèåìáôïðïßçóçò áðïôåëåßôáé áðü ôÝóóåñá âáóéêÜ

åßäç êüóôïõò [24, óåë. 565]:
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• Êüóôïò äéåêðåñáßùóçò Þ áíáðëÞñùóçò ìéáò ðáñáããåëßáò Þ Ýíáñîçò ìéáò ðáñáãùãéêÞò

äñáóôçñéüôçôáò (setup cost or reorder cost), ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôï êüóôïò ðñïåôïéìáóßáò

ôçò ðáñáããåëßáò Þ ôï êüóôïò åðáíáëåéôïõñãßáò ôçò ðáñáãùãéêÞò äñáóôçñéüôçôáò. Ôï

êüóôïò áõôü áõîÜíåé áíáëïãéêÜ ìå ôïí áñéèìü ôùí ðáñáããåëéþí ðïõ ãßíïíôáé óôïí

÷ñïíéêü ïñßæïíôá ðñïãñáììáôéóìïý.

• Êüóôïò äéáôÞñçóçò (carrying cost or holding cost) áðïèÝìáôïò, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé

ôï êüóôïò ôïõ äåóìåõìÝíïõ áíÜ ìïíÜäá ðñïúüíôïò êåöáëáßïõ, áóöÜëéóôñá, åíïßêéá

áðïèçêþí êáé ôá äéÜöïñá åßäç êüóôïõò, äéáêßíçóçò êáé áðïèÞêåõóçò. Ôï êüóôïò áõôü

áõîÜíåé áíáëïãéêÜ ìå ôçí ðïóüôçôá ôïõ áðïèÝìáôïò.

• Êüóôïò Ýëëåéøçò (shortage cost) áðïèÝìáôïò, ðïõ áíáöÝñåôáé óå äéÜöïñá åßäç êüóôïõò

Þ äéáöõãüíôùí êåñäþí ðïõ óõíåðÜãåôáé ç áäõíáìßá êÜëõøçò ôçò æÞôçóçò Þ óõíÝ÷éóçò

ôçò ðáñáãùãéêÞò äñáóôçñéüôçôáò.

• Êüóôïò áãïñÜò Þ ðáñáãùãÞò ôçò ìïíÜäáò áðïèÝìáôïò. Ôï êüóôïò áõôü ìðïñåß íá

èåùñçèåß ùò óôáèåñü êáé áíåîÜñôçôï Þ ùò ìåôáâëçôü ôçò ðáñáããåëüìåíçò Þ ðáñáãüìå-

íçò ðïóüôçôáò. Ôá ðéï áðëÜ õðïäåßãìáôá èåùñïýí ôï êüóôïò áãïñÜò Þ ðáñáãùãÞò

óôáèåñü êáé áíåîÜñôçôï ôïõ ìåãÝèïõò ôçò ðáñáããåëüìåíçò Þ ðáñáãüìåíçò ðïóüôçôáò.

Óôï õðüäåéãìá, ðïõ áêïëïõèåß èåùñïýìå üôé [24, óåë. 566{568]:

• Ç æÞôçóç åßíáé ãíùóôÞ êáé êáôáíÝìåôáé ïìïéüìïñöá óôçí ðåñßïäï ðñïãñáììáôéóìïý.

• Ôï êüóôïò áãïñÜò Þ ðáñáãùãÞò ôçò ìïíÜäáò åßíáé óôáèåñü êáé áíåîÜñôçôï ôçò ðïóü-

ôçôáò êáé ôïõ ÷ñüíïõ ðáñáããåëßáò.

• Ï ÷ñüíïò áíáðëÞñùóçò, äçëáäÞ ï ÷ñüíïò ìåôáîý ðáñÜäïóçò êáé åêôÝëåóçò ôçò ðáñáã-

ãåëßáò åßíáé óôáèåñüò.

• Äåí õðÜñ÷ïõí åëëåßøåéò, äçëáäÞ ç æÞôçóç éêáíïðïéåßôáé ðÜíôá ðëÞñùò.

• Ôï êüóôïò áðïèÞêåõóçò åßíáé áíÜëïãï ôïõ êüóôïõò ôïõ ìÝóïõ áðïèÝìáôïò.

• Ôï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò ôçò ðáñáããåëßáò êáé ôï êüóôïò Ýíáñîçò ôçò ðáñáãùãéêÞò

äéáäéêáóßáò åßíáé óôáèåñü.
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• Ç áíáðëÞñùóç ôçò ðáñáããåëßáò åßíáé Üìåóç, äçëáäÞ ç ðáñáããåëüìåíç ðïóüôçôá öèÜíåé

óå ìéá äüóç.

Ïé ðáñÜìåôñïé êáé ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé:

• TC ôï ïëéêü êüóôïò áðïèåìáôïðïßçóçò

• q ç ðïóüôçôá ðáñáããåëßáò

• á ôï êüóôïò äéáôÞñçóçò ìéáò ìïíÜäáò áðïèÝìáôïò ãéá ìéá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï

• â ôï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò Þ áíáðëÞñùóçò ìéáò ðáñáããåëßáò

• D ç æçôïýìåíç ðïóüôçôá ãéá ìéá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï

Ç óõíÜñôçóç ïëéêïý êüóôïõò TC = F (q) åßíáé Üèñïéóìá ôïõ êüóôïõò äéáôÞñçóçò ôïõ

áðïèÝìáôïò Ch êáé ôïõ êüóôïõò äéåêðåñáßùóçò ôùí ðáñáããåëéþí Co. Ôï ïëéêü êüóôïò

äéáôÞñçóçò áðïèÝìáôïò äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç Ch = áq
2
, üðïõ q

2
åßíáé ôï ìÝóï áðüèåìá. Ôï

ïëéêü êüóôïò äéåêðåñáßùóçò ôùí ðáñáããåëéþí äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç Co = âD
q
. Óõíåðþò,

TC = F (q) = Ch + Co =
áq

2
+
âD

q
:

Ç ôéìÞ ôçò q ðïõ åëá÷éóôïðïéåß ôçí F (q) ìçäåíßæåé ôçí F ′(q):

d(TC)

dq
= F ′(q) = −âD

q2
+
á

2
= 0⇔ q = q? = ±

√
2âD

á

êáé êÜíåé ôçí F ′′(q) > 0:

F ′′(q) =
2âD

q3
ãéá q? =

√
2âD

á

Ç q? ïíïìÜæåôáé Üñéóôç ðïóüôçôá ðáñáããåëßáò.

Ôï óçìåßï ðáñáããåëßáò N åîáñôÜôáé áðü ôï ñõèìü ÷ñçóéìïðïßçóçò (usage rate) R ôïõ

áðïèÝìáôïò êáé ôïí ÷ñüíï áíáðëÞñùóçò (lead time) L ôçò ðáñáããåëßáò êáé ðñïóäéïñßæåôáé

ìå ôç ó÷Ýóç:

N = RL:

Áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå öïñÜ ðïõ ç óôÜèìç ôïõ áðïèÝìáôïò ðÝöôåé óôéò N ìïíÜäåò ãßíåôáé

ðáñáããåëßá q? ìïíÜäùí.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò õðïèÝóïõìå üôé D = 10000 ìïíÜäåò, á = 150 e áíÜ ìïíÜäá, â = 1500

e áíÜ ðáñáããåëßá êáé ï ÷ñïíéêüò ïñßæïíôáò ðñïãñáììáôéóìïý åßíáé ôï Ýôïò ðïõ Ý÷åé 250

åñãÜóéìåò çìÝñåò. Ç Üñéóôç ðïóüôçôá ðáñáããåëßáò åßíáé q? =
√

2âD
á

=
√

2(1500)(10000)
150

=
√

200000 ∼= 447 ìïíÜäåò, ìå åëÜ÷éóôï êüóôïò F (447) = (1500)(10000)
447

+ (150)(447)
2

= 67081 e.

Áí õðïèÝóïõìå üôé ï ñõèìüò ÷ñçóéìïðïßçóçò ôïõ áðïèÝìáôïò åßíáé óôáèåñüò êáé ï ÷ñüíïò

áíáðëÞñùóçò 5 åñãÜóéìåò ìÝñåò, ôüôå R = 10000=250 = 40 ìïíÜäåò çìåñçóßùò êáé ôï óçìåßï

ðáñáããåëßáò åßíáé üôáí ôï åðßðåäï ôïõ áðïèÝìáôïò öèÜóåé ôéò N = LR = 5(40) = 200

ìïíÜäåò.

4.1.9 Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò

Ç óõíÜñôçóç ïëéêþí êåñäþí ð(q) ðñïêýðôåé áí áðü ôá ïëéêÜ Ýóïäá ÔR áöáéñÝóïõìå ôï

ïëéêü êüóôïò TC. Áí õðïèÝóïõìå üôé ÔR = R(q) êáé TC = C(q) åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò

ôùí ïëéêþí åóüäùí êáé ôïõ ïëéêïý êüóôïõò, áíôßóôïé÷á, ôüôå ç óõíÜñôçóç ïëéêþí êåñäþí

äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

ð(q) = TR − TC = R(q)− C(q):

Óôü÷ïò ôçò åðé÷åßñçóçò åßíáé íá ðñïóäéïñßóåé ôçí ðïóüôçôá ðáñáãùãÞò q? ç ïðïßá ìåãéóôï-

ðïéåß ôï ïëéêü êÝñäïò ôçò [26, óåë. 195]. Ôï óçìåßï, ðïõ ôá ïëéêÜ Ýóïäá åßíáé ßóá ìå ôï

ïëéêü êüóôïò êáé ç åðé÷åßñçóç äåí Ý÷åé ïýôå êÝñäïò ïýôå æçìßá ïíïìÜæåôáé íåêñü óçìåßï

[29, óåë. 537].

Ç óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò ãéá ôçí ìåãéóôïðïßçóç ôçò óõíÜñôçóçò êÝñäïõò åßíáé:

dð

dq
= 0⇒ dR

dq
− dC

dq
= 0⇒MR(q?)−MC(q?) = 0⇒MR(q?) = MC(q?):

Ç óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò åßíáé:

d2ð

dq2
< 0⇒ dMR

dq
<
dMC

dq
:

ÅðïìÝíùò ôï êÝñäïò ìåãéóôïðïéåßôáé óôï åðßðåäï ðáñáãùãÞò q? óôï ïðïßï ôï ïñéáêü Ýóïäï

éóïýôáé ìå ôï ïñéáêü êüóôïò ôçò åðé÷åßñçóçò. Óôï óçìåßï áõôü ç êëßóç ôçò êáìðýëçò

ïñéáêïý åóüäïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí êëßóç ôçò êáìðýëçò ïñéáêïý êüóôïõò. Óôçí óõíÝ÷åéá

èá åîåéäéêåýóïõìå ôéò óõíèÞêåò áõôÝò óôéò äýï áêñáßåò ìïñöÝò ïñãÜíùóçò ôçò áãïñÜò, ôï

ìïíïðþëéï êáé ôïí ôÝëåéï áíôáãùíéóìü [26, óåë. 195].
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Ó÷Þìá 4.3: Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò óôï ìïíïðþëéï.

Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò óôï ìïíïðþëéï

Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá ôï ðñïúüí ðïõ ðáñÜãåé ç åðé÷åßñçóç äåí õðÜñ÷ïõí õðïêáôÜóôáôá ïðüôå

ç åðé÷åßñçóç ëåéôïõñãåß óå óõíèÞêåò ìïíïðùëßïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç åðé÷åßñçóç Ý÷åé ôç

äõíáôüôçôá íá êáèïñßóåé ç ßäéá ôçí ðïóüôçôá ðáñáãùãÞò êáé ôçí ôéìÞ óôçí ïðïßá èá äéáèÝóåé

ôï ðñïúüí ôçò, Ýôóé þóôå íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï êÝñäïò ôçò. Áêüìá êáé óå ìéá ìïíïðùëéáêÞ

áãïñÜ, ç åðé÷åßñçóç äåí ìðïñåß íá èÝóåé ìéá áõèáßñåôá õøçëÞ ôéìÞ ãéá ôï ðñïúüí ôçò, ãéáôß ç

áýîçóç ôçò ôéìÞò èá ðñïêáëÝóåé ìåßùóç ôçò æçôïýìåíçò ðïóüôçôáò êáé åíäå÷ïìÝíùò ìåßùóç

ôïõ êÝñäïõò. Ç ó÷Ýóç ìåôáîý ôçò ôéìÞò êáé ôçò æçôïýìåíçò ðïóüôçôáò ðñïóäéïñßæåôáé áðü

ôç óõíÜñôçóç æÞôçóçò q = f(p), üðïõ q åßíáé ç æçôïýìåíç ðïóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ôéìÞ

p.

Ç ðïóüôçôá q? ç ïðïßá ìåãéóôïðïéåß ôá êÝñäç ôçò ìïíïðùëéáêÞò åðé÷åßñçóçò ðñïóäéïñßæåôáé

áðü ôçí éóüôçôá ìåôáîý ïñéáêïý åóüäïõ êáé ïñéáêïý êüóôïõò, áðü ôï óçìåßï ôïìÞò äçëáäÞ

ôùí êáìðõëþíMR(q) êáéMC(q). Åßíáé öáíåñü üôé üôáí ðñïóäéïñéóôåß ç âÝëôéóôç ðïóüôçôá

q?, ðñïóäéïñßæåôáé êáé ç âÝëôéóôç ôéìÞ ðþëçóçò p?. Ç óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò ãéá ìÝãéóôï

åßíáé:
dMR

dq
<
dMC

dq
:

Ìå áñíçôéêÞ êëßóç ãéá ôçí êáìðýëç ïñéáêïý åóüäïõ, ç óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò éêáíïðïéåßôáé

üôáí ç êáìðýëç ïñéáêïý êüóôïõò ôÝìíåé ôçí êáìðýëç ïñéáêïý åóüäïõ åê ôùí êÜôù.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò õðïèÝóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç êüóôïõò ìéáò ìïíïðùëéáêÞò åðé÷åßñçóçò

åßíáé C(q) = 1
3
q3 − 7

2
q2 + 15q + 100 êáé ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò p = 25 − 2q. Ç óõíÜñôçóç
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ïëéêþí åóüäùí åßíáé R(q) = 25q − 2q2. Óôï Ó÷Þìá 4.3 ðáñïõóéÜæïíôáé ç óõíÜñôçóç ìÝóùí

åóüäùí (ìå êüêêéíï ÷ñþìá) êáé ïé êáìðýëåò ïñéáêïý êüóôïõò (ìå ðñÜóéíï) êáé ïñéáêþí

åóüäùí (ìå ìðëå), áíôßóôïé÷á. Ç óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò åßíáé MR(q) = MC(q). ÄçëáäÞ
dR
dq

= dC
dq
⇒ 25− 4q = q2 − 7q + 15 ⇒ q2 − 3q − 10 = 0. Ç åîßóùóç q2 − 3q − 10 = 0 Ý÷åé

ñßæåò q1 = −2 < 0 êáé q2 = 5. Ç ñßæá q1 áðïññßðôåôáé, ïðüôå ìïíáäéêü áêñüôáôï åßíáé ôï

óçìåßï q2 = 5. Áðü ôçí äåýôåñç óõíèÞêç dÌR
dq

< dÌC
dq

ðñïêýðôåé üôé −4 < 2q − 7. Ãéá

q? = 5 ç äåýôåñç óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé, áöïý −4 < 3, ïðüôå óôï óçìåßï áõôü ôï êÝñäïò ôçò

åðé÷åßñçóçò ìåãéóôïðïéåßôáé [26, óåë. 195{197].

Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò óôïí ðëÞñç áíôáãùíéóìü

Óå ðñïçãïýìåíç åíüôçôá áíáöÝñáìå üôé óå óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý ç åðé÷åßñçóç äåí

Ý÷åé êáìßá äõíáôüôçôá íá åðçñåÜóåé ôçí ôéìÞ ôïõ ðñïúüíôïò ðïõ ðáñÜãåé. ¸ôóé ç ôéìÞ ôüóï

ãéá ôïõò ðáñáãùãïýò üóï êáé ãéá ôïõò êáôáíáëùôÝò èåùñåßôáé üôé åßíáé óôáèåñÞ óå êÜðïéï

åðßðåäï p. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò Ý÷åé ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ D(q) = p êáé ç

åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò ôåßíåé óôï Üðåéñï [26, óåë. 197]. Áðü ôç óõíÜñôçóç áõôÞ ðáñÜãïíôáé

ïé óõíáñôÞóåéò ôùí ïëéêþí åóüäùí R(q) = pq, ïñéáêþí åóüäùí MR = R′(q) = p êáé ìÝóùí

åóüäùí AR = R(q)
q

= p. Óõíåðþò, óå óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý ïé óõíáñôÞóåéò ôçò

æÞôçóçò, ôùí ïñéáêþí êáé ìÝóùí åóüäùí åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò [24, óåë. 575].

Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò ãßíåôáé:

MR(q) = MC(q)⇒MC(q) = p

êáé ç óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò:
dMC

dq
> 0:

Ìå Üëëá ëüãéá, óôï åðßðåäï ðáñáãùãÞò üðïõ ìåãéóôïðïéåßôáé ôï êÝñäïò, ç êáìðýëç ïñéáêïý

êüóôïõò ðñÝðåé íá åßíáé áýîïõóá.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç åðé÷åßñçóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò ëåéôïõñãåß ôþñá óå

óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý êáé üôé ç ôéìÞ ðþëçóçò ôïõ ðñïúüíôïò åßíáé p = 9 ÷ñçìáôé-

êÝò ìïíÜäåò. Ç óõíÜñôçóç åóüäïõ åßíáé ôþñá R(q) = 9q êáé ç óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò ãßíåôáé

q2− 7q + 15 = 9⇒ q2 − 7q + 6 = 0. Ç åîßóùóç Ý÷åé ñßæåò ôéò q1 = 1 êáé q2 = 6. Ç óõíèÞêç
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Ó÷Þìá 4.4: Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò óôïí ðëÞñç áíôáãùíéóìü.

äåýôåñçò ôÜîçò ãßíåôáé 2q−7 > 0, ç ïðïßá éêáíïðïéåßôáé ìüíï óôï óçìåßï q2 = 6. Óôï óçìåßï

áõôü ç åðé÷åßñçóç ìåãéóôïðïéåß ôï êÝñäïò ôçò [26, óåë. 198]. Óôï Ó÷Þìá 4.4 ðáñïõóéÜæïíôáé

ïé óõíáñôÞóåéò ôçò æÞôçóçò, ôùí ïñéáêþí êáé ìÝóùí åóüäùí (ìå ìðëå ÷ñþìá) êáé ôïõ ïñéáêïý

êüóôïõò (ìå êüêêéíï).

4.1.10 ÓõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò

H óõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò Þ ùöåëéìüôçôáò (utility function) U = f(x) åêöñÜæåé ôçí ó÷Ýóç

ìåôáîý ôçò éêáíïðïßçóçò ðïõ áéóèÜíåôáé Ýíá Üôïìï ìå ôçí áðüêôçóç Þ ôçí êáôáíÜëùóç

åíüò áãáèïý êáé ôçò ðïóüôçôáò ôïõ áãáèïý áõôïý. Ðáñáôçñåßôáé üôé ìÝ÷ñé Ýíá óçìåßï,

üóåò ðåñéóóüôåñåò ìïíÜäåò åíüò ðñïúüíôïò êáôáíáëþíåé Ýíá Üôïìï, ôüóï ìåãáëýôåñç åßíáé

ç ïëéêÞ ÷ñçóéìüôçôá. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ç ïëéêÞ ÷ñçóéìüôçôá áõîÜíåôáé, ç ïñéáêÞ

óõíÞèùò ìåéþíåôáé. Ç ïñéáêÞ ÷ñçóéìüôçôá éóïýôáé ìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôçò óõíÜñôçóçò

÷ñçóéìüôçôáò êáé óõìâïëßæåôáé ùò MU = dU=dx. ÅêöñÜæåé ôçí ìåôáâïëÞ ôçò ÷ñçóéìüôçôáò

ëüãù ìéêñÞò ìåôáâïëÞò óôçí êáôáíÜëùóç ôïõ x.

Ôï óçìåßï, óôï ïðïßï ç ïëéêÞ ÷ñçóéìüôçôá åßíáé ìÝãéóôç êáé ç ïñéáêÞ ÷ñçóéìüôçôá åßíáé

ìçäåíéêÞ, ïíïìÜæåôáé óçìåßï êïñåóìïý. Áí ðñïóôåèïýí ðåñéóóüôåñåò ìïíÜäåò ðñïúüíôïò

ðÝñá áðü ôï óçìåßï êïñåóìïý, ôüôå ç ïëéêÞ ÷ñçóéìüôçôá áñ÷ßæåé íá ìåéþíåôáé êáé ç ïñéáêÞ

ãßíåôáé áñíçôéêÞ, áöïý äçìéïõñãïýíôáé ðñïâëÞìáôá áðïèÞêåõóçò Þ êáôáóôñïöÞò [29, óåë.

563{564].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áò õðïèÝóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò åíüò êáôáíáëùôÞ äßíåôáé áðü
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ôçí ó÷Ýóç U = −8x2 + 35x+ 70. Ãéá íá ìåãéóôïðïéÞóåé ï êáôáíáëùôÞò ôçí ÷ñçóéìüôçôá èá

ðñÝðåé íá éó÷ýïõí üôé MU = 0 êáé ÌU ′ < 0. ÄçëáäÞ,

MU = U ′ = (−8x2 + 48x + 70)′ = −16x + 48 = 0⇒ x = −48=− 16⇒ x = 3

Åðßóçò ÌU ′ = −16 < 0 ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x, Üñá êáé ãéá x = 3. Óõíåðþò ç óõíÜñôçóç

÷ñçóéìüôçôáò ìåãéóôïðïéåßôáé óôï óçìåßï x = 3. ¢ñá ãéá x = 3 ç óõíÜñôçóç U ãßíåôáé

U = −8 ·32 +35 ·3+70 = 103 ìïíÜäåò ÷ñçóéìüôçôáò. Êáôáëáâáßíïõìå ëïéðüí üôé ôï óçìåßï

Á(3; 103) åßíáé óçìåßï êïñåóìïý.

4.1.11 Êåöáëáéïðïßçóç-Ðñïåîüöëçóç

Ãéá íá âñïýìå ôçí ôåëéêÞ áîßá S åíüò áñ÷éêïý êåöáëáßïõ P ðïõ ôïêßæåôáé ìå åðéôüêéï i ìåôÜ

áðü t Ýôç êåöáëáéïðïßçóçò (áíáôïêéóìïý) ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç:

S = P (1 + i)t:

Ôï äéþíõìï (1 + i)t ïíïìÜæåôáé óõíôåëåóôÞò êåöáëáéïðïßçóçò Þ óõíôåëåóôÞò áíáôïêéóìïý .

Áí üìùò ï áíáôïêéóìüò ãßíåôáé m öïñÝò ìÝóá óôï äéÜóôçìá ôïõ åíüò Ýôïõò, ôüôå ç ðáñáðÜíù

óõíÜñôçóç äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò:

S = P
(

1 +
i

m

)mt

= P
[(

1 +
i

m

)m]t
:

Áí ôþñá ï áíáôïêéóìüò åßíáé óõíå÷Þò, äçëáäÞ áí m→ +∞ ôüôå:

S = P
[

lim
m→+∞

(
1 +

i

m

)m]t
= Peit:

Óôçí ðñÜîç ï áíáôïêéóìüò äåí åßíáé óõíå÷Þò, ïðüôå ï ôåëåõôáßïò ôýðïò äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé

êáé óõíÞèùò ãéá ôçí åðßëõóç ó÷åôéêþí ðñïâëçìÜôùí ï óõíôåëåóôÞò êåöáëáéïðïßçóçò äßíåôáé

óå åéäéêü ðßíáêá [26, óåë. 186].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ôåëéêÞ áîßá åíüò êåöáëáßïõ 800:000 e ðïõ áíáôïêßæåôáé ìå åðéôüêéï 6%

ãéá 4 Ýôç äßíåôáé áðü ôïí ôýðï S = P (1 + i)t. Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí äåäïìÝíùí Ý÷ïõìå:

S = 800:000(1 + 0:06)4:

Ôïí óõíôåëåóôÞ áíáôïêéóìïý ôïí âñßóêïõìå áðü ôïí åéäéêü ðßíáêá, Üñá ç æçôïýìåíç ôåëéêÞ

áîßá èá åßíáé S = 800:000 · 1; 262477 = 1:009:982 e [29, óåë. 589].
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Ìå ôïí üñï ðáñïýóá áîßá (present value) åíüò ìåëëïíôéêïý ðïóïý S, ôï ïðïßï åßíáé äéáèÝ-

óéìï ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, åííïïýìå ôï ðïóü P ðïõ áí êáôáôåèåß óÞìåñá ìå åðéôüêéï i áíÜ

Ýôïò, èá Ý÷åé áîßá S ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t [26, óåë. 187]. Ç äéáäéêáóßá ðñïóäéïñéóìïý ôçò

ðáñïýóáò áîßáò åíüò ìåëëïíôéêïý ðïóïý ëÝãåôáé ðñïåîüöëçóç (discounting). Ç ðáñïýóá

áîßá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

P =
S

(1 + i)t
= S(1 + i)−t:

Áí ï áíáôïêéóìüò åßíáé óõíå÷Þò, ç ðáñïýóá áîßá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

P = Se−it:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðáñïýóá áîßá êåöáëáßïõ 1:000:000 e ðëçñùôÝïõ ìåôÜ 10 Ýôç êáé ìå åôÞóéï

åðéôüêéï 6% åßíáé P = S(1 + i)−t = 1:000:000(1 + 0:06)−10 = 558:395 e.

4.1.12 ÅðéëïãÞ Üñéóôïõ ÷ñüíïõ

Ç áîßá ðïëëþí ïéêïíïìéêþí ìåãåèþí, üðùò åðåíäýóåéò óå áêßíçôá, ïéêüðåäá, ê.ëð. ìåôáâÜë-

ëåôáé óå ó÷Ýóç ìå ôïí ÷ñüíï. Ôï ðñüâëçìá åðéëïãÞò ðïõ ðñïêýðôåé óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç

åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ êáôÜëëçëïõ ÷ñüíïõ ëÞøçò ìéáò áðüöáóçò Þ åêôÝëåóçò ìéáò äñáóôç-

ñéüôçôáò. Ï áíôéêåéìåíéêüò óôü÷ïò óôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ åßíáé óõíÞèùò ç ìåãéóôïðïßçóç ôçò

ðáñïýóáò áîßáò åíüò ïéêïíïìéêïý ìåãÝèïõò [24, óåë. 585]. Ç ðáñïýóá áîßá ôïõ ìåãÝèïõò

áõôïý ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t åêöñÜæåôáé ìå ôçí åîßóùóç:

P (t) = S(t)e−it:

ÕðïøÞöéá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò ðñïêýðôïõí áðü ôçí ëýóç ôçò åîßóùóçò P ′(t) = 0. Ìå

ëïãáñßèìçóç êáé ðáñáãþãéóç ôùí äýï ìåñþí ôçò åîßóùóçò Ý÷ïõìå:

lnP (t) = lnS(t)− it êáé
1

P (t)

dP (t)

dt
=
S ′(t)

S(t)
− i

⇔ dP (t)

dt
= P (t)

(
S ′(t)

S(t)
− i

)
= 0⇔ S ′(t)

S(t)
= i;

åðåéäÞ P (t) > 0.
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Ãéá íá åîáêñéâþóïõìå áí ðñÜãìáôé õðÜñ÷åé áêñüôáôï ôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t? âáóéæüìáóôå

óôéò óõíèÞêåò äåýôåñçò ôÜîçò. Ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò P (t) Ý÷åé ùò åîÞò:

d2P (t)

dt2
= P ′(t)

(
S ′(t)

S(t)
− i

)
+ P (t)

(
d

dt

S ′(t)

S(t)

)
:

O ðñþôïò üñïò ôïõ áèñïßóìáôïò åßíáé ßóïò ìå ìçäÝí üôáí õðïëïãéóôåß óôï âÝëôéóôï óçìåßï

üðïõ P ′(t) = 0. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé üôé P (t) > 0, ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò P ′′(t) = d2P (t)
dt2

åßíáé áñíçôéêÞ ìüíï üôáí d
dt
S′(t)
S(t)

< 0.

Ðñïêýðôåé üôé ç ðáñïýóá áîßá P (t) ìåãéóôïðïéåßôáé óôï ÷ñïíéêü óçìåßï t = t? áí êáé ìüíï

áí ç óõíÜñôçóç ôïõ ðïóïóôéáßïõ ñõèìïý ìåôáâïëÞò ôçò S(t) óôï óçìåßï áõôü åßíáé öèßíïõóá,

åßíáé äçëáäÞ d
dt
S′(t)
S(t)

< 0 êáé ßóç ìå ôï óôáèåñü åôÞóéï åðéôüêéï i, äçëáäÞ S ′(t) = iS(t) [24,

óåë. 585{588].

4.2 ÏéêïíïìéêÝò åöáñìïãÝò ïëïêëçñùìÜôùí

Óå ðïëëÜ õðïäåßãìáôá õðÜñ÷ïõí èåìåëéþäç ìåãÝèç, ôá ïðïßá åêöñÜæïõí ñõèìïýò ìåôáâïëÞò

Üëëùí ìåãåèþí. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ïëïêëçñùìÜôùí ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò áñ÷éêÝò

óõíáñôÞóåéò áðü ôéò ïðïßåò ðñïÝêõøáí ôá ìåãÝèç áõôÜ. Ç ôå÷íéêÞ ôçò ïëïêëÞñùóçò åßíáé

ç ðéï êáôÜëëçëç ìÝèïäïò ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò ïëéêÝò óõíáñôÞóåéò, áí ãíùñßæïõìå ôéò

óõíáñôÞóåéò ïñéáêÞò ìïñöÞò. ¸ôóé óõíáñôÞóåéò ïëéêþí åóüäùí, ïëéêïý êüóôïõò, ïëéêïý

ðñïúüíôïò, ïëéêÞò êáôáíÜëùóçò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóôïýí áí ãíùñßæïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò

ïñéáêÝò óõíáñôÞóåéò.

4.2.1 ÓõíÜñôçóç åóüäùí

Áí ôá ïñéáêÜ Ýóïäá ìéáò åðé÷åßñçóçò áðü ôçí ðþëçóç åíüò ðñïúüíôïò äßíïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

MR = dR(q)
dq

, ôüôå ç óõíÜñôçóç ôùí ïëéêþí åóüäùí åßíáé TR =
∫
MRdq = R(q) + c, üðïõ

c óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç ïñéáêþí åóüäùí MR = −q2 + 5q + 2. Ç óõíÜñôçóç

ïëéêþí åóüäùí åßíáé TR = R(q) =
∫

(−q2 + 5q + 2)dq = − q3

3
+ 5q2

2
+ 2q + c. Áí c = 5 ôüôå

ç óõíÜñôçóç ïëéêþí åóüäùí åßíáé TR = − q3

3
+ 5q2

2
+ 2q + 5.
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4.2.2 ÓõíÜñôçóç êüóôïõò

Áí ôï ïñéáêü êüóôïò ìéáò åðé÷åßñçóçò áðü ôçí ðáñáãùãÞ åíüò ðñïúüíôïò äßíåôáé áðü ôçí

ó÷Ýóç MC = dC(q)
dq

, ôüôå ç óõíÜñôçóç ôïõ ïëéêïý êüóôïõò åßíáé TC = C(q) =
∫
MCdq =

C(q) + c.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç ïñéáêïý êüóôïõò MC = 3q2 − 4q + 7. Ç óõíÜñôçóç

ïëéêïý êüóôïõò åßíáé
∫

(3q2 − 4q + 7)dq = q3 − 2q2 + 7q + c, üðïõ ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò

óôáèåñÜò ïëïêëçñþóåùò c ãßíåôáé ìå ôçí âïÞèåéá ôçò ôéìÞò ôïõ óôáèåñïý êüóôïõò. Áí

äçëáäÞ ãíùñßæïõìå üôé C(0) = TFC = 4, ôüôå TC = q3 − 2q2 + 7q + 4.

4.2.3 ÓõíÜñôçóç ðñïúüíôïò

Aí ôï ïñéáêü ðñïúüí ìéáò åðé÷åßñçóçò äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç MP = dq
dx
, ôüôå ç óõíÜñôçóç

ôïõ ïëéêïý ðñïúüíôïò åßíáé q =
∫
MPdx.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò MP = −x2 + 8x + 15. Ç óõíÜñôçóç

ïëéêïý ðñïúüíôïò åßíáé q =
∫

(−x2 + 8x + 15)dx = −x3

3
+ 4x2 + 15x + c. Áí c = 5 ôüôå

q = −x3

3
+ 4x2 + 15x + 5.

4.2.4 ÓõíáñôÞóåéò êáôáíÜëùóçò, áðïôáìßåõóçò, åèíéêïý åéóïäÞìáôïò

Óôç èåùñßá ôïõ åèíéêïý åéóïäÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ôáõôüôçôá

Y = C + S

ãéá íá åêöñÜóåé ôçí õðüèåóç üôé Ýíá ìÝñïò C ôïõ åèíéêïý åéóïäÞìáôïò Y êáôáíáëþíåôáé êáé

ôï õðüëïéðï S = Y −C áðïôáìéåýåôáé [24, óåë. 668]. Ç óõíÜñôçóç êáôáíÜëùóçò C = f(Y )

åêöñÜæåé ôç óõíïëéêÞ êáôáíÜëùóç ìéáò ïéêïíïìßáò ùò óõíÜñôçóç ôïõ óõíïëéêïý äéáèÝóéìïõ

åéóïäÞìáôïò Õ . Ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôçò êáôáíÜëùóçò ùò ðñïò ôï åéóüäçìá dC
dY

åßíáé ç

óõíÜñôçóç ôçò ïñéáêÞò ñïðÞò ðñïò êáôáíÜëùóç (marginal propensity to consume, MPC).

Áí ç ïñéáêÞ ñïðÞ ðñïò êáôáíÜëùóç åßíáé ãíùóôÞ Þ áí ìðïñåß íá åêôéìçèåß, ôüôå ç óõíÜñôçóç

ôçò ïëéêÞò êáôáíÜëùóçò õðïëïãßæåôáé åýêïëá [26, óåë. 468{469].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç ïñéáêÞò ñïðÞò ðñïò êáôáíÜëùóç

MPC =
dC

dY
= 0:6 +

0:2√
Y
:
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Ç óõíÜñôçóç êáôáíÜëùóçò åßíáé C =
∫ (

0:6 + 0:2√
Y

)
dY = 0:6Y + 0:4

√
Y + c, üðïõ c ç

óôáèåñÜ ïëïêëÞñùóçò. Áí õðïèÝóïõìå üôé ç êáôáíÜëùóç åßíáé 80 e üôáí ôï äéáèÝóéìï

åéóüäçìá åßíáé 100 e, äçëáäÞ áí C(100) = 0:6 · 100 + 0:4
√

100 + c = 80 ⇒ c = 16, ôüôå ç

óõíÜñôçóç ïëéêÞò êáôáíÜëùóçò ðñïóäéïñßæåôáé ùò åîÞò:

C = 0:6Y + 0:4
√
Y + 16:

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóôåß ç óõíÜñôçóç áðïôáìßåõóçò áðü ôçí ïñéáêÞ ñïðÞ

ðñïò áðïôáìßåõóç (marginal propensity to save, MPS).

4.2.5 Ðëåüíáóìá êáôáíáëùôÞ

Ôï ðëåüíáóìá ôïõ êáôáíáëùôÞ (consumer surplus) åßíáé Ýíáò äåßêôçò ìÝôñçóçò óå ÷ñçìáôé-

êïýò üñïõò, ôùí ìåôáâïëþí óôçí åõçìåñßá ôïõ êáôáíáëùôÞ, ïé ïðïßåò ïöåßëïíôáé óå ìåôáâï-

ëÝò ôùí ôéìþí ôùí ðñïúüíôùí ãéá ôá ïðïßá ï êáôáíáëùôÞò åêäçëþíåé æÞôçóç [26, óåë. 480].

ÏõóéáóôéêÜ, ðëåüíáóìá êáôáíáëùôÞ åßíáé ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò ìÝãéóôçò ôéìÞò ðïõ åßíáé

ðñüèõìïò íá ðëçñþóåé ï êáôáíáëùôÞò êáé ôçò ðñáãìáôéêÞò ôéìÞò ðïõ ðëçñþíåé.

Áò èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç æÞôçóçò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïúüíôïò, p = D(q). Áí

ðùëçèïýí q0 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò óôçí ôéìÞ áãïñÜò p0 ôüôå ôï ðëåüíáóìá ôïõ êáôáíáëùôÞ

äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

CS =

∫ q0

0

D(q)dq − p0q0:

Óôï Ó÷Þìá 4.5 äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò æÞôçóçò åíüò ðñïúüíôïò

p = D(q) = −2q2 − 3q + 80 (ìå ðñÜóéíï ÷ñþìá). ¼ôáí q0 = 2, ôüôå p0 = 66. ¢ñá

CS =

∫ 2

0

(−2q2 − 3q + 80)dq − 66 · 2 =
[
− 2

3
q3 − 3

2
q2 + 80q

]2
0
− 132 =

50

3
:

ÏõóéáóôéêÜ, ðñüêåéôáé ãéá ôï åìâáäüí ôïõ ãêñé ÷ùñßïõ ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý ôçò êáìðýëçò

æÞôçóçò êáé ôçò åõèåßáò p0 = 66 (ìå ìðëå ÷ñþìá).

4.2.6 Ðëåüíáóìá ðáñáãùãïý

Ôï ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý (producer surplus) åêöñÜæåé ôçí äéáöïñÜ áíÜìåóá óôï ðïóü

ðïõ ðñáãìáôéêÜ åéóðñÜôôåé ï ðáñáãùãüò êáé óôï ðïóü ðïõ èá Þôáí äéáôåèåéìÝíïò íá åéóðñÜîåé

[26, óåë. 485].
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Ó÷Þìá 4.5: Ðëåüíáóìá ÊáôáíáëùôÞ { Ðáñáãùãïý

Áò èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ðñïóöïñÜò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïúüíôïò, p = S(q). Áí

ðùëçèïýí q1 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò óôçí ôéìÞ áãïñÜò p1 ôüôå ôï ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý

äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç

PS = p1q1 −
∫ q1

0

S(q)dq:

Óôï Ó÷Þìá 4.5 äßíïõìå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ðñïóöïñÜò åíüò ðñïúüíôïò

p = S(q) = 4q2 + 12q + 9 (ìå êüêêéíï ÷ñþìá). ¼ôáí q1 = 2, ôüôå p1 = 49. ¢ñá

PS = 49 · 2−
∫ 2

0

(4q2 + 12q + 9)dq = 98−
[4

3
q3 +

12

2
q2 + 9q

]2
0

=
136

3
:

ÏõóéáóôéêÜ, ðñüêåéôáé ãéá ôï åìâáäüí ôïõ êßôñéíïõ ÷ùñßïõ ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý ôçò êá-

ìðýëçò ðñïóöïñÜò êáé ôçò åõèåßáò p1 = 49 (ìå ãáëÜæéï ÷ñþìá).

ÏõóéáóôéêÜ, ôï ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý åßíáé ç ðñüóïäïò (ôï óýíïëï ôùí åéóðñÜîåùí áðü

ôçí ðþëçóç ôçò ðñïóöåñüìåíçò ðïóüôçôáò) ìåßïí ôï êüóôïò ðáñáãùãÞò êáé ìåôñÜ ôï êÝñäïò

ôïõ ðáñáãùãïý áðü ôçí óõììåôï÷Þ ôïõ óôçí áãïñÜ. ¸ôóé ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç ó÷Ýóç [26,

óåë. 485{486]:

PS = p1q1 −
∫ q1

0

MC(q)dq = p1q1 − TV C(q1)− TV C(0) = p1q1 − TV C(q1):

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù üôé ç óõíÜñôçóç ïñéáêïý êüóôïõò ìéáò åðé÷åßñçóçò äßíåôáé áðü ôïí

ôýðïMC(q) = 3q+2. ÐñÝðåé íá âñïýìå ôï ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí

ôéìÞ p1 = 8, óôçí ôéìÞ p2 = 17 êáé ôï ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý, êáèþò ç ôéìÞ áõîÜíåôáé

áðü p1 = 8 óå p2 = 17.
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Áðü ôçí óõíèÞêç ìåãéóôïðïßçóçò ôïõ êÝñäïõò p = MC(q), ðñïêýðôåé üôé óôçí ôéìÞ p1 = 8

áíôéóôïé÷åß ðïóüôçôá q1 = 2, åíþ óôçí ôéìÞ p2 = 17 áíôéóôïé÷åß ðïóüôçôá q2 = 5. ¸ôóé ôï

ðëåüíáóìá ôïõ ðáñáãùãïý ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ p1 = 8 åßíáé:

PS1 = 8 · 2−
∫ 2

0

(3q + 2)dq = 16−
[

3

2
q2 + 2q

]2
0

= 16− 10 = 6:

Ðáñüìïéá ôï ðëåüíáóìá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ p2 = 17 åßíáé:

PS2 = 17 · 5−
∫ 5

0

(3q + 2)dq = 85−
[

3

2
q2 + 2q

]5
0

= 85− 47:5 = 37:5:

ÔÝëïò, ôï ðëåüíáóìá êáèþò ç ôéìÞ áõîÜíåôáé áðü p1 = 8 óå p2 = 17, äçëáäÞ êáèþò ç

ðïóüôçôá áõîÜíåôáé áðü q1 = 2 óå q2 = 5, åßíáé:

PS = PS2 − PS1 = 37:5− 6 = 31:5:

4.2.7 Ðñïóäéïñéóìüò ðáñïýóáò áîßáò ïéêïíïìéêïý ðüñïõ

Óå ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åîçãÞóáìå üôé ç ðáñïýóá áîßá åíüò ÷ñçìáôéêïý ðïóïý äéáèÝóéìïõ

óå êÜðïéá ìåëëïíôéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, ìå åôÞóéï åðéôüêéï i êáé óõíèÞêåò óõíå÷ïýò áíáôïêé-

óìïý åßíáé P = Se−it.

Óôï ôìÞìá áõôü èá åðåêôåßíïõìå ôçí áíÜëõóÞ ìáò ãéá íá ðåñéëÜâïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò

ðïõ Ý÷ïõìå áíôß ìéáò óôáèåñÞò áñ÷éêÞò ÷ñçìáôéêÞò ñïÞò óôçí ðñþôç ðåñßïäï ìéá óåéñÜ

÷ñçìáôéêþí ñïþí óõíå÷þò [24, óåë. 675]. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýóôù ç óåéñÜ ôùí ÷ñçìáôéêþí

ñïþí S1; S2; : : : ; Sí ïé ïðïßåò åßíáé äéáèÝóéìåò ôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò t1; t2; : : : ; tí, áíôßóôïé÷á.

Ç ÷ñçìáôéêÞ ñïÞ ìðïñåß íá áíôéóôïé÷åß óôç ñïÞ ôùí åóüäùí áðü ôçí ðþëçóç åíüò ðñïúüíôïò

óôï äåäïìÝíï ÷ñïíéêü ïñßæïíôá, óôç ñïÞ ôùí ôüêùí ìéáò ïìïëïãßáò, êë.ð. Áí èåùñÞóïõìå

üôé ï ÷ñüíïò åßíáé óõíå÷Þò ìåôáâëçôÞ, ôüôå ç ÷ñçìáôéêÞ ñïÞ ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áðü ìßá

ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç S(t) ìå ðåäßï ïñéóìïý ôïí ÷ñïíéêü ïñßæïíôá (0; Ô), ç ïðïßá åêöñÜæåé

ôï äéáèÝóéìï ÷ñçìáôéêü ðïóü óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ÄçëáäÞ óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t1, ï ñõèìüò

ôçò ÷ñçìáôéêÞò ñïÞò åßíáé S(t1) ÷éëéÜäåò åõñþ ôï ÷ñüíï. Ç ðáñïýóá áîßá ôçò ÷ñçìáôéêÞò

ñïÞò åßíáé:

PV =

∫ T

0

S(t)e−itdt:
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Áí ç ÷ñçìáôéêÞ ñïÞ åßíáé óôáèåñÞ, äçëáäÞ áí éó÷ýåé S(t) = S ôüôå [26, óåë. 471]:

PV = −S
i

∫ T

0

e−itd(−it) = −S
i

[e−it]T0 = −S
i

(e−iT − 1) =
S

i
(1− e−iT ):

4.2.8 Õðïëïãéóìüò ïëéêïý êÝñäïõò

¼ðùò åßíáé ãíùóôü áðü ôçí èåùñßá ôçò åðé÷åßñçóçò, ç ìåãéóôïðïßçóç ôïõ êÝñäïõò åðéôõã÷Ü-

íåôáé óôï åðßðåäï ðáñáãùãÞò üðïõ ôá ïñéáêÜ Ýóïäá åßíáé ßóá ìå ôï ïñéáêü êüóôïò. Óôçí

ðåñßðôùóç ìáò ôï ïëéêü êÝñäïò åßíáé ç ôéìÞ ôïõ ïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìáôïò ôï ïðïßï ðñïóäéï-

ñßæåôáé áðü ôç äéáöïñÜ áíÜìåóá óôá ïñéáêÜ Ýóïäá êáé ôï ïñéáêü êüóôïò áðü ìçäÝí åðßðåäï

ðáñáãùãÞò ìÝ÷ñé ôï óçìåßï ðïõ ìåãéóôïðïéåßôáé ôï êÝñäïò, äçëáäÞ:

TR =

∫ q?

0

(MR −MC)dq:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù MR = 25− 5q− 2q2 êáé MC = 15− 2q− q2 ïé óõíáñôÞóåéò ïñéáêþí

åóüäùí êáé ïñéáêïý êüóôïõò, áíôßóôïé÷á.

Ôï êÝñäïò ìåãéóôïðïéåßôáé óôï óçìåßï:

MR −MC = 0⇒ 25− 5q − 2q2 − 15− 2q − q2 = 0

⇒ 10− 3q − q2 = 0⇒ (5− q)(2− q) = 9:

¢ñá q1 = −5 êáé q2 = 2, üðïõ ç áñíçôéêÞ ôéìÞ áðïññßðôåôáé êáèþò äåí íïåßôáé áñíçôéêü

åðßðåäï ðáñáãùãÞò êáé óõíåðþò ç ìåãéóôïðïßçóç ôïõ êÝñäïõò åðéôõã÷Üíåôáé óôï q2 = 2.

Óõíåðþò, ôï æçôïýìåíï ïëéêü êÝñäïò åßíáé:

TR =

∫ 2

0

(MR −MC)dx =

∫ 2

0

(10− 3q − q2)dq =

[
10q − 3q2

2
− q3

3

]2
0

=
34

3
:
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ÊåöÜëáéï 5

Ëïãéóìüò ðïëëþí ìåôáâëçôþí

Óôï ÊåöÜëáéï 3 ðáñïõóéÜóáìå ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ôïõ äéáöïñéêïý ëïãéóìïý ðñáãìáôéêþí

óõíáñôÞóåùí ìéáò ìåôáâëçôÞò. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åðåêôåßíïõìå ôéò Ýííïéåò áõôÝò óå

óõíáñôÞóåéò ðåñéóóïôÝñùí ìåôáâëçôþí. Ç åðÝêôáóç áõôÞ åßíáé áíáãêáßá ðñïêåéìÝíïõ íá

ìðïñïýìå íá áíáëýïõìå ðéï ðïëýðëïêá õðïäåßãìáôá, óôá ïðïßá êÜðïéá ìåãÝèç, åîáñôçìÝíåò

Þ åíäïãåíåßò ìåôáâëçôÝò, åðçñåÜæïíôáé áðü Ýíá óýíïëï áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí Þ åîùãåíþí

ðáñáìÝôñùí. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ìáò åíäéáöÝñåé íá õðïëïãßóïõìå ðùò ìåôáâÜëëïíôáé ôá

ìåãÝèç áõôÜ üôáí ìåôáâÜëëïíôáé ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò ðáñÜìåôñïé ôïõ õðïäåßãìáôïò.

¸ôóé èá áíáöåñèïýìå óôçí Ýííïéá ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ, ç ïðïßá åêöñÜæåé ôï ñõèìü

ìåôáâïëÞò ìéáò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò üôáí ìåôáâÜëëåôáé ìßá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ êáé

ïé ôéìÝò ôùí õðüëïéðùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ôïõ õðïäåßãìáôïò ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò.

Èá åðåêôáèïýìå óôçí Ýííïéá ôçò ïëéêÞò ðáñáãþãïõ, ç ïðïßá åêöñÜæåé ôï óõíïëéêü ñõèìü

ìåôáâïëÞò ìéáò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò ùò ðñïò ìéá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ Þ ðáñÜìåôñï,

ôüóï áðü ôçí Üìåóç åðßäñáóç ôçò ðáñáìÝôñïõ óôçí ìåôáâëçôÞ, üóï êáé áðü ôçí åðßäñáóç

ôçò óå Üëëåò ìåôáâëçôÝò ôïõ õðïäåßãìáôïò, ïé ïðïßåò óõíäÝïíôáé Ýììåóá ìå ôçí ìåôáâëçôÞ

ðïõ ìåëåôÜìå êáé óôçí Ýííïéá ôïõ ïëéêïý äéáöïñéêïý.

ÔÝëïò èá áíáðôýîïõìå ôçí ìÝèïäï åýñåóçò áäÝóìåõôùí êáé äåóìåõìÝíùí áêñüôáôùí êáé èá

áíáöÝñïõìå ôéò Ýííïéåò ôùí ïìïãåíþí óõíáñôÞóåùí êáé ôùí éóïûøþí êáìðõëþí, ïé ïðïßåò

âñßóêïõí åöáñìïãÞ óå óçìáíôéêÜ ïéêïíïìéêÜ ðñïâëÞìáôá. EíäåéêôéêÜ, ðñïôåßíïíôáé ôá

âéâëßá ôùí Chiang [4], Chiang & Wainwright [6, Êåö. 11{12], ÎåðáðáäÝá [26, Êåö. 8]
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êáé Ðáðáíôùíßïõ [28].

5.1 Ç Ýííïéá ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ

Ç Ýííïéá ôçò ðáñáãþãïõ ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå óõíáñôÞóåéò ìå í áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò.

Ïé êáíüíåò õðïëïãéóìïý ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí åßíáé ßäéïé ìå åêåßíïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóá-

ìå ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò. ÐñÝðåé üìùò íá ðñïóÝ÷ïõìå ùò ðñïò ðïéá ìåôáâëçôÞ

èá ðáñáãùãßóïõìå, áí ð.÷. ðáñáãùãßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç f(x; y) ùò ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ

x, ôüôå üëåò ïé Üëëåò ìåôáâëçôÝò èá èåùñïýíôáé óôáèåñÝò êáé ç ðáñÜãùãïò èá ïíïìÜæåôáé

ðñþôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f(x; y).

Ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò åêöñÜæåé ôïí óôéãìéáßï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò,

ðïõ ïöåßëåôáé óå ìåôáâïëÞ ìéáò áðü ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, åíþ üëåò ïé õðüëïéðåò

áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò [26, óåë. 328]. Óôçí óõíÝ÷åéá, äßíïõìå ôïí

áõóôçñü ïñéóìü.

Ïñéóìüò 51 [5, óåë. 266] ¸óôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí), üðïõ ïé ìåôáâëçôÝò xi

ãéá i = 1; 2; : : : ; í åßíáé üëåò áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. Áí ç ìåôáâëçôÞ x1 õößóôáôáé ìéá

ìåôáâïëÞ Äx1, åíþ ïé x2; : : : ; xí ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò, èá õðÜñ÷åé ìéá áíôßóôïé÷ç ìåôáâïëÞ

óôï y, äçëáäÞ Äy. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï ðçëßêï äéáöïñÜò ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò:

Äy

Äx1
=
f(x1 + Äx1; x2; : : : ; xí)− f(x1; x2; : : : ; xí)

Äx1
:

Ôï üñéï limÄx1→0
Äy
Äx1

èá áðïôåëåß ìéá ðáñÜãùãï. Ç ðáñÜãùãïò áõôÞ ïíïìÜæåôáé ìåñéêÞ

ðáñÜãùãïò (partial derivative) ôçò óõíÜñôçóçò ùò ðñïò x1 êáé óõìâïëßæåôáé ìå:

@y

@x1
Þ fx1 :

¸óôù, ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç y = f(x1; x2) = 3x21 + x1x2 + 4x22. Åßíáé

@y

@x1
= 6x1 + x2 êáé

@y

@x2
= x1 + 8x2:

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç óõíáñôÞóåùí ìéáò ìåôáâëçôÞò, áí ìßá óõíÜñôçóç í ìåôáâëçôþí

åßíáé ðáñáãùãßóéìç óå Ýíá óçìåßï x0 ùò ðñïò êÜèå ìåôáâëçôÞ îå÷ùñéóôÜ, ôüôå åßíáé êáé

óõíå÷Þò ùò ðñïò êÜèå ìåôáâëçôÞ óôï óçìåßï áõôü [26, óåë. 329].
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¼ëåò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ìéáò óõíÜñôçóçò y = f(x1; : : : ; xí) ìðïñïýí íá óõãêåíôñùèïýí

óå ìéá áðëÞ ìáèçìáôéêÞ ïíôüôçôá ðïõ ïíïìÜæåôáé äéÜíõóìá âáèìßäáò (gradient vector) Þ

áðëþò âáèìßäá ìéáò óõíÜñôçóçò f :

gradf (x1; x2; : : : ; xí) = (f1; f2; : : : ; fí);

üðïõ fi = @y
@xi

. ÅíáëëáêôéêÜ, ç âáèìßäá ìðïñåß íá óõìâïëéóôåß ìå ∇f(x1; x2; : : : ; xí), üðïõ

ôï ∇, ðïõ äéáâÜæåôáé áíÜäåëôá, åßíáé ôï áíåóôñáììÝíï åëëçíéêü ãñÜììá Ä [5, óåë. 270].

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï äéÜíõóìá âáèìßäáò ôçò óõíÜñôçóçò f(x; y) = 3x21 + x1x2 + 4x22 åßíáé

∇f(x; y) = (6x1 + x2; x1 + 8x2).

5.2 ÌåñéêÝò ðáñÜãùãïé áíþôåñçò ôÜîçò

Áí ç óõíÜñôçóç @f
@xi

åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò xi, ôüôå ç ðáñÜãùãïò áõôÞò ùò ðñïò

xi, ëÝãåôáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò äåýôåñçò ôÜîçò ôçò y = f(x1; x2; : : : ; xí) ùò ðñïò xi êáé

óõìâïëßæåôáé ìå @2f
@x2i

. Ðáñüìïéá, áí ç @f
@xi

åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò xj ìå j 6= i, ôüôå ç

ðáñÜãùãïò áõôÞò ùò ðñïò xj, ëÝãåôáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò äåýôåñçò ôÜîçò ôçò y = f(x1; x2; : : :

; xí) ùò ðñïò xi êáé xj êáé óõìâïëßæåôáé ìå @2f
@xi@xj

.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x; y) = x3y2−xy5. Ïé ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîçò áõôÞò

åßíáé:
@f

@x
= 3x2y2 − y5 êáé

@f

@y
= 2x3y − 5xy4

êáé ïé ðáñÜãùãïé äåýôåñçò ôÜîçò åßíáé:

fxx =
@2f

@x2
= 6xy2; fyy =

@2f

@y2
= 2x3 − 20xy3;

fxy =
@2f

@y@x
= 6x2y − 5y4; fyx =

@2f

@x@y
= 6x2y − 5y4:

Ïé ðáñÜãùãïé ôçò ìïñöÞò @2f
@xi@xj

, j 6= i ïíïìÜæïíôáé êáé ìéêôÝò (mixed). Óôï ðñïçãïýìåíï

ðáñÜäåéãìá, ðáñáôçñïýìå üôé @2f
@x@y

= @2f
@y@x

. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü éó÷ýåé ãéá êÜèå óõíÜñôçóç

ôçò ïðïßáò ïñßæïíôáé ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé 2çò ôÜîçò.
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Èåþñçìá 20 (Èåþñçìá Young) [26, óåë. 331] Áí ãéá ìßá óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí)

ïñßæïíôáé ïé ìéêôÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé @2f
@xi@xj

êáé @2f
@xj@xi

êáé åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò,

ôüôå åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò, äçëáäÞ:

@2f

@xi@xj
=

@2f

@xj@xi
:

5.2.1 ÅóóéáíÞ ìÞôñá

Èá ïñßóïõìå ôþñá ôçí ìÞôñá ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ìéáò óõíÜñôçóçò.

Ïñéóìüò 52 [26, óåë. 331] Ç ìÞôñá üëùí ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí äåýôåñçò ôÜîçò ôçò

óõíÜñôçóçò f(x1; : : : ; xí) õðïëïãéóìÝíùí óå Ýíá óçìåßï x = x1; : : : ; xí ïíïìÜæåôáé ÅóóéáíÞ

ìÞôñá1 (Hessian matrix) ôçò f óôï x êáé óõìâïëßæåôáé ìå H(x) Þ @2f(x)
@xi@xj

, i; j = 1; : : : ; í,

äçëáäÞ:

H(x) =
@2f(x)

@xi@xj
=



@2f
@x21

@2f
@x1@x2

: : : @2f
@x1@xí

@2f
@x2@x1

@2f
@x22

: : : @2f
@x2@xí

: : : : : : : : : : : :

@2f
@xí@x1

@2f
@xí@x2

: : : @2f
@x2í

 =


f11 : : : f1í

f21 : : : f2í

: : : : : : : : :

fí1 : : : fíí

 :

Áí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äåýôåñçò ôÜîçò åßíáé óõíå÷åßò, ôüôå áðü ôï èåþñçìá Young ðñïêý-

ðôåé:
@2f

@xi@xj
=

@2f

@xj@xi
; i; j = 1; : : : ; í; i 6= j

ïðüôå ç ìÞôñá Ç(x) åßíáé óõììåôñéêÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ÅóóéáíÞ ìÞôñá ôçò f(x; y) = x3y2 − xy5 åßíáé ç

H(x) =

 6xy2 6x2y − 5y4

6x2y − 5y4 2x3 − 20xy3

 :

5.3 ÉáêùâéáíÞ ìÞôñá

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé áðïôåëïýí Ýíáí ôñüðï åëÝã÷ïõ ôçò óõíáñôçóéáêÞò åîÜñôçóçò ìåôáîý

ôùí óôïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ í óõíáñôÞóåùí í ìåôáâëçôþí. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí

1Ç ÅóóéáíÞ ìÞôñá ðÞñå ôï üíïìÜ ôçò ðñïò ôéìÞí ôïõ Ãåñìáíïý Ìáèçìáôéêïý Ludwig Otto Hesse.
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âïÞèåéá ôçò ÉáêùâéáíÞò ìÞôñáò2 (Jaccobian matrix).

Ïñéóìüò 53 [28, óåë. 120] ¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f1 = f1(x1; x2; : : : ; xí); f2 = f2(x1; x2;

: : : ; xí); : : : ; fí = fí(x1; x2; : : : ; xí). Ìå ôçí âïÞèåéá ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ðñþôçò ôÜîçò

ó÷çìáôßæïõìå ôçí ÉáêùâéáíÞ ìÞôñá êáé êáô' åðÝêôáóç ôçí ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóá ôùí óõíáñ-

ôÞóåùí (f1; f2; : : : ; fí):

|J | =
∣∣∣∣ @(f1; f2; : : : ; fí)

@(x1; x2; : : : ; xí)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

@f1
@x1

@f1
@x2

: : : @f1
@xí

@f2
@x1

@f2
@x1

: : : @f2
@x1

: : : : : : : : : : : :

@fí
@x1

@fí
@x2

: : : @fí
@xí

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:

Áðü ôïõò Ïñéóìïýò 52 êáé 53 åýêïëá ðñïêýðôåé üôé ç ÉáêùâéáíÞ ôçò âáèìßäáò ìéáò óõíÜñôç-

óçò f åßíáé ç ÅóóéáíÞ áõôÞò. Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá áðïôåëåß êñéôÞñéï ãéá ôçí ýðáñîç

óõíáñôçóéáêÞò åîÜñôçóçò ìåôáîý ôùí óôïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ í óõíáñôÞóåùí.

Èåþñçìá 21 [26, óåë. 346] Áí ï âáèìüò ôçò ÉáêùâéáíÞò ìÞôñáò åßíáé í Þ éóïäýíáìá ç

ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóá åßíáé |J | 6= 0, ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò (f1; f2; : : : ; fí) åßíáé óõíáñôçóéáêÜ

áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. Ìå Üëëá ëüãéá áí ôá áíÜäåëôá (gradient vectors) ôçò f åßíáé

ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá ìåôáîý ôïõò, ïé óõíáñôÞóåéò (f1; f2; : : : ; fí) åßíáé óõíáñôçóéáêÜ áíå-

îÜñôçôåò. ÄéáöïñåôéêÜ, áí |J | = 0 Þ r(J) < í Þ ôá áíÜäåëôá ôçò f åßíáé ãñáììéêþò

åîáñôçìÝíá, ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò (f1; f2; : : : ; fí) åßíáé óõíáñôçóéáêÜ åîáñôçìÝíåò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù äýï óõíáñôÞóåéò y1 = 2x1 + 3x2 êáé y2 = 4x21 + 12x1x2 + 9x22 [5, óåë.

280{281]. Ïé ôÝóóåñéò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äéáìïñöþíïíôáé ùò åîÞò:

@y1
@x1

= 2;
@y1
@x2

= 3;
@y2
@x1

= 8x1 + 12x2;
@y2
@x2

= 12x1 + 18x2:

Ðñïêýðôåé ç ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóá

|J | =

∣∣∣∣∣∣
@y1
@x1

@y1
@x2

@y2
@x1

@y2
@x2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 2 3

8x1 + 12x2 12x1 + 18x2

∣∣∣∣∣∣ = 0:

¢ñá, ìå âÜóç ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ïé äýï óõíáñôÞóåéò åßíáé óõíáñôçóéáêÜ åîáñôçìÝíåò.

ÐñÜãìáôé, åýêïëá ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç y2 åßíáé ôï ôåôñÜãùíï ôçò y1.
2Ç ÉáêùâéáíÞ ìÞôñá ðÞñå ôï üíïìÜ ôçò ðñïò ôéìÞí ôïõ Ãåñìáíïý Ìáèçìáôéêïý Carl Gustav Jaccob

Jaccobi.
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5.4 Ïëéêü äéáöïñéêü

Ïñéóìüò 54 [26, óåë. 336] ¸óôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí). Áí õðÜñ÷ïõí ïé ìåñéêÝò

ðáñÜãùãïé @f
@xi

ãéá i = 1; : : : ; í ôüôå ïíïìÜæïõìå ïëéêü äéáöïñéêü (total di�erential) ðñþôçò

ôÜîçò ôçò óõíÜñôçóçò f êáé óõìâïëßæïõìå ìå dy, ôï Üèñïéóìá ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí

áõôÞò, äçëáäÞ:

dy =
@f

@x1
dx1 +

@f

@x2
dx2 + : : : +

@f

@xí
dxí =

í∑
i=1

@f

@xi
dxi:

Áðü ôïí ïñéóìü áõôü åßíáé öáíåñü üôé ôï ïëéêü äéáöïñéêü áðïôåëåß ìßá ãñáììéêÞ ðñïóÝããéóç

ôçò ìåôáâïëÞò ôçò y, üôáí ïé áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò ëÜâïõí ìéêñÝò ìåôáâïëÝò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; x2) = 5x21 + 3x2. Õðïëïãßæïõìå ôéò ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò: f1 = 10x1 êáé f2 = 3. Ôï ïëéêü äéáöïñéêü ôçò óõíÜñôçóçò y äßíåôáé áðü ôçí

ó÷Ýóç:

dy = f1dx1 + f2dx2 = 10x1dx1 + 3dx2:

Ïñéóìüò 55 [26, óåë. 336] Ôï ïëéêü äéáöïñéêü äåýôåñçò ôÜîçò (second order total di�er-

ential) ôçò óõíÜñôçóçò y = f(x1; : : : ; xí) åßíáé ôï äéáöïñéêü ôïõ dy, äçëáäÞ d(dy) = d2y.

Ìå êáôÜëëçëïõò õðïëïãéóìïýò ðñïêýðôåé üôé:

d2y =
í∑
i=1

í∑
j=1

@2f(x)

@xi@xj
dxidxj:

5.4.1 Êáíüíåò äéáöïñéêþí

¸íáò áðëüò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôïõ ïëéêïý äéáöïñéêïý dy, äåäïìÝíçò ìéáò óõíÜñôçóçò y =

f(x1; x2) åßíáé íá âñïýìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîçò êáé íá ôéò áíôéêáôáóôÞóïõìå

óôçí åîßóùóç dy = @f
@x1

dx1 + @f
@x2

dx2 = f1dx1 + f2dx2.

ÌåñéêÝò öïñÝò üìùò, åßíáé ðéï åýêïëï íá åöáñìüóïõìå óõãêåêñéìÝíïõò êáíüíåò äéáöïñéêþí.

¸óôù k ìéá óôáèåñÜ êáé u êáé v äýï óõíáñôÞóåéò ôùí ìåôáâëçôþí x1 êáé x2. Ôüôå éó÷ýïõí

ïé áêüëïõèïé êáíüíåò [5, óåë. 298{299]:

1. Êáíüíáò óôáèåñÞò óõíÜñôçóçò: dk = 0.

2. Êáíüíáò äõíáìïóõíÜñôçóçò: d(cun) = cnun−1du.
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3. Êáíüíáò áèñïßóìáôïò-äéáöïñÜò: d(u± v) = du± dv.

4. Êáíüíáò ãéíïìÝíïõ: d(uv) = vdu + udv.

5. Êáíüíáò ðçëßêïõ: d(u
v
) = 1

v2
(vdu− udv).

¸ôóé, ãéá ôçí y = f(x1; x2) = 5x21 + 3x2 ðïõ åîåôÜóáìå óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, áí

èÝóïõìå u = 5x21 êáé v = 3x2, ìå ôçí âïÞèåéá áñ÷éêÜ ôïõ 3ïõ êáíüíá êáé óôç óõíÝ÷åéá ôïõ

2ïõ, èá ðÜñïõìå:

dy = d(5x21) + d(3x2) = 10x1dx1 + 3dx2:

5.5 ÏëéêÞ ðáñÜãùãïò

Óå ðñïçãïýìåíç åíüôçôá äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçí Ýííïéá ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ãéá óõíáñôÞ-

óåéò ôçò ìïñöÞò y = f(x1; x2; : : : ; xí). Ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f ùò ðñïò ìßá ìåôáâëçôÞ,

Ýóôù ôçí x1, äßíåé ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôçò óõíÜñôçóçò üôáí ìåôáâÜëëåôáé ç x1 ìå ôçí õðüèåóç

üôé ïé õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò x2; : : : ; xí ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò. Óõ÷íÜ, üìùò, ïé ìåôáâëçôÝò

y; x1; x2; : : : ; xí óõíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò. ¸ôóé, ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ìßá ìåôáâëçôÞ ð.÷. ç x2

ç ïðïßá íá åßíáé óõíÜñôçóç ôçò x1, äçëáäÞ x2 = g(x1) [26, óåë. 344]. Äéáìïñöþíåôáé Ýôóé ç

óýíèåôç óõíÜñôçóç y = f [x1; g(x1)]. ÅðïìÝíùò, ìßá ìåôáâïëÞ ôçò x1 åðçñåÜæåé ôçí y ôüóï

Üìåóá, ìå ñõèìü ðïõ åêöñÜæåôáé áðü ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï @y
@x1

, üóï êáé Ýììåóá, ìÝóù ôçò

ìåôáâïëÞò ðïõ ðñïêáëåß ç x1 óôçí x2 ëüãù ôçò óõíÜñôçóçò g. Ç Ýììåóç åðßäñáóç ìðïñåß

íá åêöñáóôåß ëüãù ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò ãéá ôçí ðáñáãþãéóç óýíèåôùí óõíáñôÞóåùí

ìÝóù ôïõ ãéíïìÝíïõ fx2
dx2
dx1

Þ @y
@x2

dx2
dx1

. ÐñïóèÝôïíôáò ôéò äýï åðéäñÜóåéò ðáßñíïõìå ôçí ïëéêÞ

ðáñÜãùãï ôïõ y ùò ðñïò x1:

dy

dx1
= fx2

dx2
dx1

+ fx1 =
@y

@x2

dx2
dx1

+
@y

@x1
:

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç y = f(x; w) = 3x−w2, üðïõ x = g(w) = 2w2 +w+ 4 [5,

óåë. 303]. Ç Üìåóç åðßäñáóç åêöñÜæåôáé áðü ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï @y
@w

= −2w, åíþ ç Ýììåóç

åðßäñáóç åêöñÜæåôáé ìÝóù ôïõ ãéíïìÝíïõ @y
@x

dx
dw

= 3(4w + 1). Ç ïëéêÞ ðáñÜãùãïò åßíáé:

dy

dw
=
@y

@x

dx

dw
+

@y

@w
= 3(4w + 1)− 2w = 10w + 3:
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Áí èÝëïõìå íá åðáëçèåýóïõìå, ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç g óôç óõíÜñ-

ôçóç f , äçëáäÞ

y = 3(2w2 + w + 4)− w2 = 5w2 + 3w + 12;

ç ïðïßá åßíáé ìüíï óõíÜñôçóç ôïõ w. Ç ðáñÜãùãïò âñßóêåôáé åýêïëá êáé åßíáé ç ßäéá

áðÜíôçóç dy
dw

= 10w + 3.

5.6 ÔåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò

Ïñéóìüò 56 [26, óåë. 285] Ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ (quadratic form) Q(x) í ìåôáâëçôþí

Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

Q(x1; : : : ; xí) = á11x
2
1 + á12x1x2 + : : : + áijxixj + : : : + áííx

2
í =

í∑
i=1

í∑
j=1

áijxixj

üðïõ áij, i = 1; : : : ; í, j = 1; : : : ; í, åßíáé óôáèåñÝò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôçóç

Q(x1; x2) = 2x21 + 4x1x2 − 6x2x1 − 3x22

åßíáé ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ äõï ìåôáâëçôþí [13, Êåö. 3.2.1]. Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí

ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ áõôïý ôïõ ðáñáäåßãìáôïò ùò

Q(x1; x2) = (x1; x2)

 2 4

−6 −3

 x1

x2

 :

EðåéäÞ 4x1x2 − 6x2x1 = −2x1x2 = −x1x2 − x2x1, ìðïñïýìå åíáëëáêôéêÜ íá ôçí ãñÜøïõìå

ùò

Q(x1; x2) = (x1; x2)

 2 −1

−1 −3

 x1

x2

 :

Áí ãñÜøïõìå ôçí ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ìå áõôü ôïí ôñüðï ôüôå ç ìÞôñá åßíáé óõììåôñéêÞ.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ïðïéáäÞðïôå ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ùò Q(x) =

x′Ax üðïõ x åßíáé ç óôÞëç äéÜíõóìá, Á åßíáé ìéá óõììåôñéêÞ í × í ìÞôñá êáé x′ åßíáé

ç áíÜóôñïöç ôçò óôÞëçò äéÜíõóìá. Ôï (i; j)-ïóôü óôïé÷åßï ôçò óõììåôñéêÞò ìÞôñáò åßíáé
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ßóï ìå áij =
áij+áji

2
. Áõôü ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå i êáé j éó÷ýåé

xixj = xjxi, Ýôóé þóôå áijxixj + ájixjxi = (áij + áji)xixj =
áij+áji

2
xixj +

áji+áij
2

xjxi.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç

Q(x1; x2; x3) = 3x21 + 3x1x2 − x2x1 + 3x1x3 + x3x1 + 2x2x3 + 4x3x2 − x22 + 2x23:

Åýêïëá ðñïêýðôåé üôé

Q(x1; x2; x3) = 3x21 + 2 · x1x2 + 2 · 2x1x3 + 2 · 3x2x3 − x22 + 2x23:

¸÷ïõìå Q(x) = x′Ax, üðïõ

Á =


3 1 2

1 −1 3

2 3 2

 êáé x =


x1

x2

x3

 :

Ïñéóìüò 57 [26, óåë. 287] ¸óôù Q(x) = x′Ax ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ í ìåôáâëçôþí.

ËÝìå üôé ç Q(x) åßíáé:

• èåôéêÜ ïñéóìÝíç (positive de�nite), áí Q(x) > 0 ãéá êÜèå x 6= 0,

• áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç (negative de�nite), áí Q(x) < 0 ãéá êÜèå x 6= 0,

• èåôéêÜ çìéïñéóìÝíç (positive semide�nite) , áí Q(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x 6= 0, êáé

• áñíçôéêÜ çìéïñéóìÝíç (negative semide�nite) , áí Q(x) ≤ 0 ãéá êÜèå x 6= 0.

¼ðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôç óõíÝ÷åéá, ãéá íá åîáêñéâþóïõìå áí ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ

Q(x) = x′Ax åßíáé èåôéêÜ Þ áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç, ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå ôéò ïñßæïõóåò ìåñéêþí

áðü ôïõò õðïðßíáêåò ôçò. Óôï ÊåöÜëáéï 2 áíáöåñèÞêáìå óôçí Ýííïéá ôçò ïñßæïõóáò ìéáò

ôåôñáãùíéêÞò ìÞôñáò Á êáèþò êáé óôéò åëÜóóïíåò ïñßæïõóåò áõôÞò. ÐáñáêÜôù èá áíáöÝñïõ-

ìå ïñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò åëáóóüíùí [26, óåë. 236]:

1. Êýñéåò åëÜóóïíåò (principal minors)

Ïé êýñéåò åëÜóóïíåò D̃k åßíáé ïé ïñßæïõóåò k ôÜîçò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü k ãñáììÝò êáé

ôéò ßäéåò k óôÞëåò ôçò ìÞôñáò.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí ìÞôñá Á =


1 3 0

−1 2 4

0 −5 3

 áíôéóôïé÷ïýí:

• ôñåéò êýñéåò åëÜóóïíåò ðñþôçò ôÜîçò, ïé |á11| = 1; |á22| = 2; |á33| = 3,

• ôñåéò êýñéåò åëÜóóïíåò äåýôåñçò ôÜîçò, ïé∣∣∣∣∣∣ 1 3

−1 2

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣ 1 0

0 3

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣ 2 4

−5 3

∣∣∣∣∣∣ ;
• ìßá êýñéá åëÜóóùí ôñßôçò ôÜîçò, ç

|Á| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 0

−1 2 4

0 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ :
• Äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò (leading principal minors)

Ç äéáäï÷éêÞ êýñéá åëÜóóùí Dk åßíáé ç õðïïñßæïõóá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò k ðñþôåò

ãñáììÝò êáé óôÞëåò ôçò ìÞôñáò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò ôçò ðñïçãïýìåíçò ìÞôñáò Á åßíáé

ïé: D1 = 1, D2 =

∣∣∣∣∣∣ 1 3

−1 2

∣∣∣∣∣∣ êáé D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 0

−1 2 4

0 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Ôï èåþñçìá ðïõ áêïëïõèåß âáóßæåôáé óôéò äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò.

Èåþñçìá 22 [26, óåë. 288] ¸óôù Q(x) = x′Ax ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ, Dk, k = 1; : : : ; í,

ïé äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò. Ôüôå ç Q(x) åßíáé

• èåôéêÜ ïñéóìÝíç áí êáé ìüíï áí Dk > 0 ãéá êÜèå k = 1; : : : ; í,

• áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç áí êáé ìüíï áí (−1)kDk > 0 ãéá êÜèå k = 1; : : : ; í.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá

Á =


−3 2 0

2 −3 0

0 0 −5

 :
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Ïé êýñéåò åëÜóóïíåò ôçò Á åßíáé D1 = −3 < 0, D2 =

∣∣∣∣∣∣ −3 2

2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 5 > 0 êáé D3 =∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 2 0

2 −3 0

0 0 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −25 < 0. Óõíåðþò ç ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç [13,

Êåö. 3.2.2].

Ãéá íá êáèïñßóïõìå áí ç ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ åßíáé èåôéêÜ Þ áñíçôéêÜ çìéïñéóìÝíç ðñÝðåé íá

åëÝãîïõìå üëåò ôéò êýñéåò åëÜóóïíåò.

Èåþñçìá 23 [26, óåë. 289] ¸óôù Q(x) = x′Ax ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ, D̃k, k = 1; : : : ; í,

ïé êýñéåò åëÜóóïíåò ôçò Á. Ôüôå ç Q(x) åßíáé

• èåôéêÜ çìéïñéóìÝíç áí êáé ìüíï áí D̃1 ≥ 0; D̃2 ≥ 0; : : : ; D̃k ≥ 0, äçëáäÞ áí êáé ìüíï

áí üëåò ïé êýñéåò åëÜóóïíåò ôçò Á åßíáé ìç áñíçôéêÝò.

• áñíçôéêÜ çìéïñéóìÝíç áí êáé ìüíï áí D̃1 ≤ 0; D̃2 ≥ 0; : : : ; (−1)kD̃k ≥ 0.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá

Á =


3 1 2

1 −1 3

2 3 2

 :

Ïé äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò åßíáé D1 = 3, D2 = −4 êáé D3 = −19. Äéáðéóôþíïõìå üôé ç

Á äåí åßíáé ïýôå èåôéêÜ ïýôå áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç. Áõôü öáßíåôáé áí åëÝãîïõìå ôéò äõï ðñþôåò

êýñéåò åëÜóóïíåò. Äåí ÷ñåéÜæåôáé íá õðïëïãßóïõìå ôçí D3.

Ãéá íá åëÝãîïõìå ôçí èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ çìéïñéóôéêüôçôá ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå ôéò êýñéåò

åëÜóóïíåò. ÁõôÞ ç ìÞôñá Ý÷åé ôñåéò ðñþôçò ôÜîçò êýñéåò åëÜóóïíåò, ðïõ ìáò äßíïõí ôá

óôïé÷åßá ôçò êýñéáò äéáãùíßïõ ôçò ìÞôñáò: á11 = 3; á22 = −1; á33 = 2. Ðáñáôçñïýìå üôé äåí

éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò ãéá èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ çìéïñéóôéêüôçôá. Óõíåðþò, äåí ìðïñïýìå

íá êáôáëÞîïõìå óôï áí ç ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá Á åßíáé çìéïñéóìÝíç èåôéêÜ Þ áñíçôéêÜ, áíôßóôïé-

÷á. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ëÝìå ðùò ïé óõíèÞêåò Ý÷ïõí ðáñáâéáóèåß áõóôçñÜ êáé ç |Á| åßíáé

áüñéóôç [13, Êåö. 3.2.3].
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç ôåôñáãùíéêÞ ìÞôñá

Á =

 0 0

0 −1

 :

Ïé äõï ðñþôçò ôÜîçò êýñéåò åëÜóóïíåò åßíáé 0 êáé −1 êáé ç äåýôåñçò ôÜîçò êýñéá åëÜóóùí

åßíáé 0. Ç ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ åßíáé áñíçôéêÜ çìéïñéóìÝíç. Äåí åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç

åðåéäÞ ç ðñþôç êýñéá åëÜóóùí åßíáé ìçäÝí [13, Êåö. 3.2.3].

Óõíåðþò ôá âÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýìå ãéá íá äéáðéóôþóïõìå ôçí ïñéóôéêüôçôá Þ çìéïñéóôé-

êüôçôá ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ìïñöÞò åßíáé ôá ðáñáêÜôù [13, Êåö. 3.2.3]:

• Âñßóêïõìå ôéò êýñéåò ïñßæïõóåò êáé åëÝã÷ïõìå áí ïé óõíèÞêåò ãéá èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ

ïñéóôéêüôçôá éêáíïðïéïýíôáé. Áí ç ìÞôñá Á åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå óßãïõñá åßíáé

êáé èåôéêÜ çìéïñéóìÝíç êáé áí åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå óßãïõñá åßíáé êáé áñíçôéêÜ

çìéïñéóìÝíç.

• Áí ïé óõíèÞêåò äåí éêáíïðïéïýíôáé, ôüôå åëÝã÷ïõìå áí åßíáé áõóôçñÜ ðáñáâéáóìÝíåò.

Áí íáé, ç ìÞôñá Á åßíáé áüñéóôç. Áí ü÷é, âñßóêïõìå üëåò ôéò êýñéåò åëÜóóïíåò êáé

åëÝã÷ïõìå áí ïé óõíèÞêåò ãéá èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ çìéïñéóôéêüôçôá éêáíïðïéïýíôáé.

5.7 Áêñüôáôá ðïëõìåôÜâëçôùí óõíáñôÞóåùí

5.7.1 ÁäÝóìåõôá ôïðéêÜ áêñüôáôá

Ôá áêñüôáôá (ïëéêÜ Þ ôïðéêÜ) ìéáò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò í ìåôáâëçôþí ïñßæïíôáé üðùò

êáé ãéá ôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò.

Ïñéóìüò 58 [26, óåë. 375] Ìéá óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí) ïñéóìÝíç óå Ýíá äéÜóôçìá

S ⊆ Rí Ý÷åé:

• ïëéêü ìÝãéóôï óôï óçìåßï x? ∈ S áí f(x?1; : : : ; x
?
í) ≥ f(x1; : : : ; xí) ãéá êÜèå x ∈ S,

• ïëéêü åëÜ÷éóôï óôï óçìåßï x? ∈ S áí f(x?1; : : : ; x
?
í) ≤ f(x1; : : : ; xí) ãéá êÜèå x ∈ S.
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¼ôáí ãéá êÜèå x 6= x? éó÷ýïõí áõóôçñÝò áíéóüôçôåò, Ý÷ïõìå ìïíáäéêü ïëéêü ìÝãéóôï Þ

åëÜ÷éóôï óôï x?.

Ôá ìÝãéóôá êáé åëÜ÷éóôá ðïõ ïñßóôçêáí ðáñáðÜíù åßíáé áäÝóìåõôá áêñüôáôá Þ áêñüôáôá

÷ùñßò ðåñéïñéóìïýò (unconstrained optima), åðåéäÞ ìðïñåß íá åðéôåõ÷èïýí óå ïðïéïäÞðïôå

óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò. Ðáñüìïéïé åßíáé ïé ïñéóìïß ãéá ôá ôïðéêÜ áêñü-

ôáôá ôçò f óå Ýíá óçìåßï x? ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò.

Ïñéóìüò 59 [26, óåë. 375] ¸óôù óõíÜñôçóç f í ìåôáâëçôþí, Ä ∈ Df êáé x? ∈ Ä. Ç f

Ý÷åé:

• ôïðéêü ìÝãéóôï óôï óçìåßï x? áí êáé ìüíï áí f(x?) ≥ f(x), ãéá êÜèå x ∈ Ä,

• ôïðéêü åëÜ÷éóôï óôï óçìåßï x? áí êáé ìüíï áí f(x?) ≤ f(x), ãéá êÜèå x ∈ Ä.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé Ýíá ïëéêü ìÝãéóôï (åëÜ÷éóôï) åßíáé êáé ôïðéêü ìÝãéóôï (åëÜ÷éóôï), åíþ

ôï áíôßóôñïöï äåí éó÷ýåé êáô' áíÜãêç.

Ðñïóäéïñéóìüò áêñüôáôùí

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíáñôÞóåùí ìéáò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò, ï ðñïóäéïñéóìüò

ôùí áêñüôáôùí ìéáò óõíÜñôçóçò ðïëëþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ãßíåôáé ìå ôçí âïÞèåéá

ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ðñþôçò êáé äåýôåñçò ôÜîçò.

Èåþñçìá 24 [6, óåë. 56] ¸óôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí). ¸íá óçìåßï x? åßíáé

óôÜóéìï óçìåßï áí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîçò ôçò óõíÜñôçóçò óå áõôü ôï óçìåßï

ìçäåíßæïíôáé, äçëáäÞ:
@f

@xi
(x1; : : : ; xí) = 0 ãéá i = 1; : : : ; í:

Ç óõíèÞêç áõôÞ åßíáé ìüíï áíáãêáßá, ü÷é üìùò êáé éêáíÞ êáé ãé' áõôü êÜèå óçìåßï ðïõ

åðáëçèåýåé ôçí ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç äåí åßíáé ïðùóäÞðïôå óçìåßï ôïðéêïý áêñüôáôïõ. Äçëá-

äÞ êÜèå ôïðéêü áêñüôáôï åßíáé óôÜóéìï óçìåßï, åíþ êÜèå óôÜóéìï óçìåßï äåí åßíáé áíáãêáóôé-

êÜ êáé áêñüôáôï. Áí ôï óôÜóéìï óçìåßï x? äåí åßíáé ïýôå ìÝãéóôï ïýôå åëÜ÷éóôï, ôüôå ëÝãåôáé

óáãìáôéêü óçìåßï (saddle point) [29, óåë. 415].

Ç áêüëïõèç óõíèÞêç ìáò åðéôñÝðåé íá åëÝãîïõìå áí ôá óçìåßá åßíáé áêñüôáôá êáé áí åßíáé íá

äéáðéóôþóïõìå ôï åßäïò ôïõò. Áõôü ôï åðéôõã÷Üíïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ÅóóéáíÞ ìÞôñá.
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Ó÷Þìá 5.1: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f(x; y) = 8x3 + 2xy − 3x2 + y2 + 1.

Èåþñçìá 25 [26, óåë. 376] ¸óôù f ìéá óõíÜñôçóç í ìåôáâëçôþí ìå óõíå÷åßò ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò ðñþôçò êáé äåýôåñçò ôÜîçò, ðïõ ïñßæïíôáé óôï äéÜóôçìá S êáé üôé ôï x? åßíáé

Ýíá óôÜóéìï óçìåßï ôçò f óôï åóùôåñéêü ôïõ äéáóôÞìáôïò S.

• Áí ç |H| åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå ôï x? åßíáé óçìåßï ôïðéêïý ìÝãéóôïõ.

• Áí ç |H| åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå ôï x? åßíáé óçìåßï ôïðéêïý åëÜ÷éóôïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x; y) = 8x3 + 2xy − 3x2 + y2 + 1. ¸÷ïõìå @f
@x

=

24x2+2y−6x êáé @f
@y

= 2x+2y:¼ðùò áíáöÝñáìå ãéá íá åßíáé óôÜóéìï Ýíá óçìåßï, èá ðñÝðåé

ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîçò íá åßíáé ìçäåíéêÝò. Áðü ôçí äåýôåñç éóüôçôá ðñïêýðôåé

üôé y = −x. ÐñïóèÝôïíôáò áõôü óôçí ðñþôç éóüôçôá âñßóêïõìå üôé 24x2− 8x = 8x(3x− 1),

ôï ïðïßï ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå ìçäÝí. ÁõôÞ ç åîßóùóç Ý÷åé äõï ëýóåéò, x1 = 0 êáé x2 = 1
3
.

¢ñá ôá óôÜóéìá óçìåßá åßíáé (x1; y1) = (0; 0) êáé (x2; y2) =
(

1
3
;−1

3

)
(âëÝðå Ó÷Þìá 5.1.

H ÅóóéáíÞ ïñßæïõóá áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé:

|H| =

∣∣∣∣∣∣ 48x− 6 2

2 2

∣∣∣∣∣∣ :
Ôþñá áò åîåôÜóïõìå êÜèå óôÜóéìï óçìåßï áíôßóôïé÷á. Ãéá ôï óçìåßï (x1; y1) = (0; 0)

ðñïêýðôïõí ïé äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò |H1| = −6 < 0 êáé |H2| = −16 < 0. H ÅóóéáíÞ

ìÞôñá äåí åßíáé ïýôå èåôéêÜ ïñéóìÝíç ïýôå áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç. Óõíåðþò ôï (x1; y1) = (0; 0)

äåí åßíáé ïýôå ôïðéêü ìÝãéóôï ïýôå ôïðéêü åëÜ÷éóôï, áëëÜ åßíáé óáãìáôéêü óçìåßï.
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Ãéá ôï óçìåßï (x2; y2) =
(

1
3
;−1

3

)
ðñïêýðôïõí ïé äéáäï÷éêÝò êýñéåò åëÜóóïíåò |Ç1| = 10 > 0

êáé |Ç2| = 16 > 0. H ÅóóéáíÞ ìÞôñá åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç. Óõíåðþò ôï (x2; y2) =
(

1
3
;−1

3

)
åßíáé ôïðéêü åëÜ÷éóôï ìå åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôçí f

(
1
3
;−1

3

)
= 23

27
.

5.7.2 ÄåóìåõìÝíá ôïðéêÜ áêñüôáôá

ÌÝ÷ñé ôþñá áíáöåñèÞêáìå óå ìåôáâëçôÝò ïé ïðïßåò åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. ÕðÜñ÷åé

üìùò ôï åíäå÷üìåíï áõôÝò ïé ìåôáâëçôÝò íá ìçí åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò, áëëÜ íá

óõíäÝïíôáé ìå ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò ó÷Ýóåéò. Ç åîÜñôçóç ôùí ìåôáâëçôþí ðñïêáëåß Ýíá

âÝëôéóôï ìå ðåñéïñéóìü. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôá áêñüôáôá ìéáò óõíÜñôçóçò, ð.÷. f(x; y)

ìå ðåñéïñéóìü g(x; y) = c ïíïìÜæïíôáé áêñüôáôá ìå ðåñéïñéóìü (extremals with restriction)

Þ äåóìåõìÝíá áêñüôáôá (constrained extremals).

Áí ï ðåñéïñéóìüò äßíåôáé áðü ìéá ðåñßðëïêç óõíÜñôçóç, ôüôå åöáñìüæïõìå ôçí ìÝèïäï

ôïõ ðïëëáðëáóéáóôÞ Lagrange (Lagrange multiplier). Ç êåíôñéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ ôïõ

ðïëëáðëáóéáóôÞ Lagrange åßíáé íá ìåôáôñÝøïõìå Ýíá ðñüâëçìá áêñüôáôïõ ìå ðåñéïñéóìü

óå ìéá ìïñöÞ, þóôå ç óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ åëåýèåñïõ áêñüôáôïõ íá

ìðïñåß áêüìá íá åöáñìïóôåß [6, óåë. 113].

ÄåäïìÝíçò ôçò óõíÜñôçóçò f(x; y) ìå ðåñéïñéóìü g(x; y) = c, üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò f êáé

g èåùñïýíôáé óõíå÷åßò êáé ðáñáãùãßóéìåò êáé c ìéá óôáèåñÜ, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôçí

óõíÜñôçóç ôïõ Lagrange ùò:

Z = Ë(x; y; ë) = f(x; y) + ë(g(x; y)− c);

üðïõ ë åßíáé ìéá íÝá ìåôáâëçôÞ ðïõ ïíïìÜæåôáé ðïëëáðëáóéáóôÞò Lagrange.

Ç áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí åýñåóç ôïõ äåóìåõìÝíïõ áêñüôáôïõ èá áðïôåëåßôáé áðü ôï

óýóôçìá ôùí áêüëïõèùí åîéóþóåùí:

@Z

@ë
= g(x; y)− c = 0

@Z

@x
=
@f

@x
− ë

@g

@x
= 0

@Z

@y
=
@f

@y
− ë

@g

@y
= 0
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To ðáñáêÜôù èåþñçìá áðïôåëåß ãåíßêåõóç ãéá ôçí åýñåóç äåóìåõìÝíïõ ôïðéêïý áêñüôáôïõ

óôçí ðåñßðôùóç ðïëëþí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí.

Èåþñçìá 26 ¸óôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí) ìå ðåñéïñéóìü g(x1; : : : ; xí) = c êáé

Z = f(x1; : : : ; xí)+ë(g(x1; : : : ; xí)−c). ¸íá óçìåßï x? åßíáé óôÜóéìï óçìåßï áí ïé ìåñéêÝò

ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîçò ôçò óõíÜñôçóçò óå áõôü ôï óçìåßï ìçäåíßæïíôáé:

@Z

@xi
(x1; : : : ; xí) = 0 ãéá i = 1; : : : ; í:

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ áäÝóìåõôïõ áêñüôáôïõ, Ýôóé êáé ôþñá åêöñÜæïõìå ôçí éêáíÞ

óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò ìå ôç ìïñöÞ ïñßæïõóáò. Ç âáóéêÞ äéáöïñÜ åßíáé üôé óôç èÝóç ôçò

ÅóóéáíÞò ïñßæïõóáò |H| èá óõíáíôÞóïõìå ôçí ðëáéóéùìÝíç ÅóóéáíÞ ïñßæïõóá, |Ç̄ | (bor-

dered Hessian) [6, óåë. 126].

Ç ðëáéóéùìÝíç ÅóóéáíÞ ïñßæïõóá ãéá ôçí ðáñáðÜíù ðåñßðôùóç äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò:

|Ç̄ | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 @g

@x
@g
@y

@g
@x

@2Z
@x2

@2Z
@x@y

@g
@y

@2Z
@y@x

@2Z
@y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ :
• Áí ç |Ç̄ | åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå ôï x? åßíáé óçìåßï ôïðéêïý ìÝãéóôïõ.

• Áí ç |Ç̄ | åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç, ôüôå ôï x? åßíáé óçìåßï ôïðéêïý åëÜ÷éóôïõ.

ÄåäïìÝíçò ìéáò ðëáéóéùìÝíçò ÅóóéáíÞò ïñßæïõóáò

|Ç̄ | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 @g
@x1

@g
@x2

: : : @g
@xí

@g
@x1

@2Z
@x21

@2Z
@x1@x2

: : : @2Z
@x1@xí

@g
@x2

@2Z
@x2@x1

@2Z
@x22

: : : @2Z
@x2@xí

: : : : : : : : : : : : : : :

@g
@xí

@2Z
@xí@x1

@2Z
@xí@x2

: : : @2Z
@2xí

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïé ðëáéóéùìÝíåò êýñéåò åëÜóóïíÝò ôçò åßíáé:

|Ç̄2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 @g

@x1

@g
@x2

@g
@x1

@2Z
@x21

@2Z
@x1@x2

@g
@x2

@2Z
@x2@x1

@2Z
@x22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; |Ç̄3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 @g
@x1

@g
@x2

@g
@x3

@g
@x1

@2Z
@x21

@2Z
@x1@x2

@2Z
@x1@x3

@g
@x2

@2Z
@x2@x1

@2Z
@x22

@2Z
@x2@x3

@g
@x3

@2Z
@x3@x1

@2Z
@x3@x2

@2Z
@x23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ê.ï.ê ;
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ìå ôçí ôåëåõôáßá ôçí |Ç̄í| = |H̄|.

Ç |H̄| åßíáé:

• èåôéêÜ ïñéóìÝíç, áí êáé ìüíï áí ïé ðëáéóéùìÝíåò êýñéåò åëÜóóïíåò åßíáé áñíçôéêÝò,

äçëáäÞ áí

|Ç̄2|; |Ç̄3|; : : : ; |Ç̄í| < 0

• áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç, áí êáé ìüíï áí ôá ðñüóçìá ôùí ðëáéóéùìÝíùí êýñéùí åëáóóüíùí

åíáëëÜóóïíôáé, äçëáäÞ áí

|Ç̄2| > 0; |Ç̄3| < 0; |Ç̄4| > 0; : : : :

¼ðùò ðñïçãïõìÝíùò, ìßá èåôéêÜ ïñéóìÝíç |H̄| êáèïñßæåé ôï x? ùò ôïðéêü åëÜ÷éóôï, åíþ ìßá

áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç |H̄| ôï êáèïñßæåé ùò ôïðéêü ìÝãéóôï.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x; y) = xy ìå ðåñéïñéóìü g(x; y) = x + y = 6. Ç

óõíÜñôçóç Lagrange åßíáé Ë(x; y; ë) = xy + ë(x + y − 6). Ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé

åßíáé:
@Z

@ë
= x + y − 6 = 0

@Z

@x
= y + ë = 0

@Z

@y
= x + ë = 0

Åöáñìüæïíôáò ôçí ìÝèïäï ôïõ Cramer ðïõ áíáöÝñáìå óôï ÊåöÜëáéï 2 âñßóêïõìå üôé ë? = 3,

x? = 3, y? = 3. ¢ñá ðéèáíü óçìåßï ôïðéêïý áêñüôáôïõ åßíáé ôï z? = (3; 3; 3). Ãéá íá âñïýìå

ôï åßäïò ôïõ áêñüôáôïõ, èá ðñÝðåé íá åðáëçèåõôåß ç óõíèÞêç äåýôåñçò ôÜîçò. Õðïëïãßæïõìå,

ëïéðüí ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåýôåñçò ôÜîçò:

@2Z

@x2
= 0;

@2Z

@x@y
= 1;

@2Z

@y@x
= 1;

@2Z

@y2
= 0:

Åðßóçò, @g
@x

= 1 êáé @g
@y

= 1. Áõôü óõíåðÜãåôáé üôé ç ïñßæïõóá ôçò ðëáéóéùìÝíçò ÅóóéáíÞò

åßíáé

|Ç̄ | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 > 0

Ç ðëáéóéùìÝíç ÅóóéáíÞ åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç êáé ç óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåé ôïðéêü ìÝãéóôï

óôï óçìåßï z? = (3; 3; 3) ìå Ë(z?) = 9 [6, óåë. 115].
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5.8 Êáìðõëüôçôá ðïëõìåôÜâëçôùí óõíáñôÞóåùí

Ïñéóìüò 60 [13, Êåö. 3.3] ¸óôù f ìéá óõíÜñôçóç í áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ïñßæåôáé

óå Ýíá áíïé÷ôü äéÜóôçìá S ⊆ Rí. Tüôå ç f åßíáé

• êïßëç áí ãéá êÜèå x; y ∈ S êáé êÜèå ë ∈ (0; 1) éó÷ýåé

f [(1− ë)x + ëy] ≥ (1− ë)f(x) + ëf(y)

• êõñôÞ áí ãéá êÜèå x; y ∈ S êáé êÜèå ë ∈ (0; 1) éó÷ýåé

f [(1− ë)x + ëy] ≤ (1− ë)f(x) + ëf(y):

Ìéá áõóôçñÜ êïßëç óõíÜñôçóç åßíáé áõôÞ ðïõ éêáíïðïéåß ôïí ïñéóìü ôçò êïéëüôçôáò ìå ìéá

áõóôçñÞ áíéóüôçôá (>) ãéá êÜèå x 6= x′ êáé ìéá áõóôçñÜ êõñôÞ óõíÜñôçóç åßíáé áõôÞ ðïõ

éêáíïðïéåß ôïí ïñéóìü ôçò êõñôüôçôáò ìå ìéá áõóôçñÞ áíéóüôçôá (<) ãéá êÜèå x 6= x′.

Ìéá äéðëÜ ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ìéáò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò åßíáé êïßëç áí êáé ìüíï áí

ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò åßíáé áñíçôéêÞ ðáíôïý. Ãéá íá áðïöáóßóïõìå áí ìéá äéðëÜ ðáñáãùãßóé-

ìç óõíÜñôçóç ðïëëþí ìåôáâëçôþí åßíáé êïßëç Þ êõñôÞ, ðñÝðåé íá åîåôÜóïõìå üëåò ôéò ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò äåýôåñçò ôÜîçò. Ç ãåíßêåõóç ôçò ìïíïìåôÜâëçôçò óõíÜñôçóçò óôçí ðåñßðôùóç

óõíáñôÞóåùí ðïëëþí ìåôáâëçôþí Ý÷åé ùò åîÞò:

Èåþñçìá 27 [26, óåë. 340] ¸óôù f ìéá óõíÜñôçóç í áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí ðïõ ïñßæå-

ôáé óå Ýíá áíïé÷ôü äéÜóôçìá S ⊆ Rí.

• Ìéá óõíÜñôçóç åßíáé êïßëç áí êáé ìüíï áí ç Ç(x) åßíáé áñíçôéêÜ çìéïñéóìÝíç ãéá

êÜèå x ∈ S.

• Méá óõíÜñôçóç åßíáé áõóôçñÜ êïßëç áí ç Ç(x) åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç ãéá êÜèå

x ∈ S.

• Ìéá óõíÜñôçóç åßíáé êõñôÞ áí êáé ìüíï áí ç Ç(x) åßíáé èåôéêÜ çìéïñéóìÝíç ãéá êÜèå

x ∈ S.

• Ìéá óõíÜñôçóç åßíáé áõóôçñÜ êõñôÞ áí ç Ç(x) åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç ãéá êÜèå x ∈ S.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x1; x2; x3) = x21+2x22+3x23+2x1x2+2x1x3. Oé ðñþôåò

ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé åßíáé

@f

@x1
= 2x1 + 2x2 + 2x3;

@f

@x2
= 4x2 + 2x1;

@f

@x3
= 6x3 + 2x1:

¸ôóé ç ÅóóéáíÞ ìÞôñá äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò:


f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33

 =


2 2 2

2 4 0

2 0 6


Ïé êýñéåò åëëÜóóïíåò ôçò ÅóóéáíÞò ìÞôñáò åßíáé |Ç1| = 2 > 0, |Ç2| = 4 > 0 êáé |Ç3| = 8 > 0.

Óõíåðþò ç ÅóóéáíÞ ìÞôñá åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç êáé ç f åßíáé áõóôçñÜ êõñôÞ [13, Êåö. 3.3].

5.9 Éóïûøåßò êáìðýëåò { Ïìïãåíåßò óõíáñôÞóåéò

5.9.1 Éóïõøåßò êáìðýëåò

Ïñéóìüò 61 [26, óåë. 363] ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí) ìå ðåäßï ïñéóìïý

Ýíá äéÜóôçìá S ⊆ Rí. Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ãéá ôá ïðïßá ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò

ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ ëÝãåôáé éóïûøÞò êáìðýëç (contour) ôçò óõíÜñôçóçò. Ìå Üëëá ëüãéá

éóïûøÞò êáìðýëç åßíáé êÜèå óýíïëï

x ∈ S : f(x1; : : : ; xí) = y0 , üðïõ y0 óôáèåñÜ :

ÅíáëëáêôéêÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò y0 ðñïóäéïñßæïõí äéáöïñåôéêÝò éóïûøåßò êáìðýëåò. Ôï

óýíïëï ôùí éóïûøþí êáìðõëþí ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé ãéá äéáöïñåôéêÝò ôéìÝò ôçò óôáèåñÜò

ëÝãåôáé ÷Üñôçò éóïûøþí êáìðõëþí (contour map).

Áðü ôïí ïñéóìü ôùí éóïûøþí êáìðõëþí ðñïêýðôåé üôé óå êÜèå éóïûøÞ êáìðýëç áíôéóôïé÷åß

ìßá óôáèåñÞ ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò. Ãéá êÜèå óõãêåêñéìÝíï ÷Üñôç éóïûøþí êáìðõëþí, ç

êáôåýèõíóç ðñïò ôçí ïðïßá ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò áõîÜíåé ôá÷ýôåñá ëÝãåôáé êáôåýèõíóç

ðñïôßìçóçò (preference direction). Ìå Üëëá ëüãéá, ç êáôåýèõíóç ðñïôßìçóçò åßíáé ç êáôåý-

èõíóç ðñïò ôçí ïðïßá ïé ôéìÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò éóïûøåßò êáìðýëåò áõîÜíïõí ìå ôï
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Ó÷Þìá 5.2: XÜñôçò éóïûøþí êáìðõëþí ôçò f(x; y) = 8x3 + 2xy − 3x2 + y2 + 1.

ìåãáëýôåñï ñõèìü [26, óåë. 363{365]. Óôï Ó÷Þìá 5.2 äßíïõìå ôïí ÷Üñôç éóïûøþí êáìðõëþí

ôçò óõíÜñôçóçò f(x; y) = 8x3 + 2xy − 3x2 + y2 + 1.

Ç ó÷Ýóç f(x1; : : : ; xí) = y0 ãñÜöåôáé ùò f(x1; : : : ; xí)− y0 = 0: H ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò xi

ùò ðñïò ôçí xj åßíáé:
@xi
@xj

= −@fj
@fi

;

üðïõ fj = @f
@xj

ãéá êÜèå i; j = 1; : : : ; í.

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åêöñÜæåé ôçí áíáãêáßá ìåôáâïëÞ ôçò xi üôáí ìåôáâÜëëåôáé ç xj êáé ïé

õðüëïéðåò ìåôáâëçôÝò ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò, Ýôóé þóôå ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò íá ðáñáìåßíåé

óôáèåñÞ óôï y0.

5.9.2 Ïìïãåíåßò óõíáñôÞóåéò

Óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óõ÷íÜ ðïëõìåôÜâëçôåò óõíáñôÞóåéò, ïé ïðïßåò

åßíáé ïìïãåíåßò. Äßíïõìå ôïí ïñéóìü óôç óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 62 [26, óåë. 369] Ìéá óõíÜñôçóç f í ìåôáâëçôþí, ãéá ôçí ïðïßá (tx1; : : : ; txí) ∈

Df üôáí t > 0 êáé (x1; : : : ; xí) ∈ Df åßíáé ïìïãåíÞò (homogeneous) âáèìïý ê áí

f(tx1; : : : ; txí) = têf(x1; : : : ; xí)

ãéá êÜèå (x1; : : : ; xí) óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f êáé ãéá t > 0. Áí k = 1 ç óõíÜñôçóç

ïíïìÜæåôáé ãñáììéêÜ ïìïãåíÞò.
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Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç f(x1; x2) = Axá1x
b
2 ìå ðåäßï ïñéóìïý (x1; x2) : x1 ≥

0 êáé x2 ≥ 0 êáé Á ìéá åîùãåíÞò ðáñÜìåôñïò. ¸÷ïõìå

f(tx1; tx2) = A(tx1)
á(tx2)

b = Atá+bxá1x
b
2 = tá+bf(x1; x2);

Ýôóé þóôå ç f íá åßíáé ïìïãåíÞò âáèìïý á + b.

Ãéá ôéò ïìïãåíåßò óõíáñôÞóåéò éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 28 [26, óåë. 370] ¸óôù f ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç í ìåôáâëçôþí êáé ïìïãåíÞò

âáèìïý ê. Ôüôå êáèåìßá áðü ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò fi ãéá i = 1; : : : ; í åßíáé ïìïãåíÞò

âáèìïý ê − 1.

Óôéò ïìïãåíåßò óõíáñôÞóåéò éó÷ýåé óýìöùíá ìå ôïí Leonhard Euler ç áêüëïõèç, ÷ñÞóéìç

ãéá ôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá, ðñüôáóç:

Èåþñçìá 29 [26, óåë. 372] Ãéá ìßá ðáñáãùãßóéìç, ïìïãåíÞ óõíÜñôçóç ê âáèìïý éó÷ýåé

í∑
i=1

xi
@f

@xi
(x1; : : : ; xí) = êf(x1; : : : ; xí):
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ÊåöÜëáéï 6

ÏéêïíïìéêÝò åöáñìïãÝò ðáñáãþãïõ

ðïëëþí ìåôáâëçôþí

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá åðéêåíôñùèïýìå óå âáóéêÝò åöáñìïãÝò ôïõ ðïëõìåôÜâëçôïõ äéáöïñé-

êïý ëïãéóìïý óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá. Ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá

áíáôñÝîåé, åíäåéêôéêÜ, óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá [6, 19, 22, 23, 26, 29, 31] êáé óôçí áããëéêÞ

âéâëéïãñáößá [1, 2, 4, 7].

6.1 ÌåñéêÞ Åëáóôéêüôçôá

Óôï ÊåöÜëáéï 4 ðáñïõóéÜóáìå ôçí Ýííïéá ôçò åëáóôéêüôçôáò ãéá óõíáñôÞóåéò ìßáò áíåîÜñôç-

ôçò ìåôáâëçôÞò. Èá ãåíéêåýóïõìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ãéá óõíáñôÞóåéò ðïëëþí áíåîÜñôçôùí

ìåôáâëçôþí.

Ïñéóìüò 63 [26, óåë. 390] ¸óôù ç óõíÜñôçóç y = f(x1; : : : ; xí), óõíå÷Þò êáé ðáñáãùãß-

óéìç óôï × ⊆ Rí. Ç ìåñéêÞ åëáóôéêüôçôá (partial elasticity) ôçò y ùò ðñïò ôçí ìåôáâëçôÞ

xi, i = 1; : : : ; í óôï óçìåßï x? ∈ X ïñßæåôáé ùò:

åi =
@y

@xi

xi
y

=
@y=@xi
y=xi

=
@y=y

@xi=xi
=

@(ln y)

@(ln xi)
:

Óõíåðþò, ç åëáóôéêüôçôá óå Ýíá óçìåßï x? ìåôñÜ ôçí ðïóïóôéáßá ìåôáâïëÞ ôçò åîáñôçìÝíçò

ìåôáâëçôÞò, ç ïðïßá ïöåßëåôáé óå ðïëý ìéêñÞ ðïóïóôéáßá ìåôáâïëÞ ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôá-
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âëçôÞò xi üôáí ïé õðüëïéðåò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò åßíáé óôáèåñÝò. Óôç óõíÝ÷åéá èá

áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò åëáóôéêüôçôåò óå óõíáñôÞóåéò æÞôçóçò [19, óåë. 86{89], [26, óåë. 390].

¸óôù ç óõíÜñôçóç æÞôçóçò q1 = D1(p1; : : : ; pí; Y ); üðïõ q1 åßíáé ç æçôïýìåíç ðïóüôçôá ôïõ

ðñïúüíôïò 1, p1; : : : ; pí ïé ôéìÝò ôùí ðñïúüíôùí êáé Y ôï åéóüäçìá ôïõ êáôáíáëùôÞ. Ôüôå

ïñßæïíôáé ïé áêüëïõèåò åëáóôéêüôçôåò:

Åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò ùò ðñïò ôçí ôéìÞ (own elasticity)

Ç ìåñéêÞ åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò ùò ðñïò ôçí ôéìÞ ãéá ôï ðñïúüí 1 äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

n1 =
@q1
@p1

p1
q1
:

ÓôáõñïåéäÞò åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò (cross price elasticity)

Ïñéóìüò 64 Ï ëüãïò ôçò ðïóïóôéáßáò ìåôáâïëÞò ôçò æçôïýìåíçò ðïóüôçôáò åíüò ðñïú-

üíôïò ðñïò ôçí ðïóïóôéáßá ìåôáâïëÞ ôçò ôéìÞò êÜðïéïõ Üëëïõ ðñïúüíôïò ëÝãåôáé óôáõñï-

åéäÞò åëáóôéêüôçôá.

Ç ìåñéêÞ óôáõñïåéäÞò åëáóôéêüôçôá ôïõ ðñïúüíôïò 2 äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

n2 =
@q1
@p2

p2
q1
:

Ôá óõìðåñÜóìáôá, ðïõ ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå ìå âÜóç ôçí óôáõñïåéäÞ åëáóôéêüôçôá åßíáé

üôé áí åßíáé èåôéêÞ, äçëáäÞ áí n2 > 0, ôüôå ôá ðñïúüíôá 1 êáé 2 åßíáé õðïêáôÜóôáôá Þ

áíôáãùíéóôéêÜ, åíþ áí åßíáé áñíçôéêÞ, äçëáäÞ áí n2 < 0, ôüôå ôá ðñïúüíôá 1 êáé 2 åßíáé

óõìðëçñùìáôéêÜ.

ÕðïêáôÜóôáôá Þ áíôáãùíéóôéêÜ åßíáé äýï (Þ ðåñéóóüôåñá) ðñïúüíôá, üôáí ôï Ýíá ìðïñåß íá

÷ñçóéìïðïéçèåß áíôß ôïõ Üëëïõ, ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí ßäéá áíÜãêç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï

âïýôõñï êáé ç ìáñãáñßíç, ôï ÷ïéñéíü êáé ôï ìïó÷áñßóéï êñÝáò, ôá óðßñôá êáé ï áíáðôÞñáò.

ÓõìðëçñùìáôéêÜ åßíáé äýï (Þ ðåñéóóüôåñá) ðñïúüíôá, üôáí ç êáôáíÜëùóç ôïõ åíüò áðáéôåß

êáé ôçí êáôáíÜëùóç ôïõ Üëëïõ (Þ Üëëùí) ãéá ôçí éêáíïðïßçóç ìéáò áíÜãêçò. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

ï êáöÝò êáé ç æÜ÷áñç, ç öùôïãñáöéêÞ ìç÷áíÞ êáé ôï öéëì.
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ÅéóïäçìáôéêÞ åëáóôéêüôçôá æÞôçóçò (income elasticity of demand)

Ïñéóìüò 65 Ï ëüãïò ôçò ðïóïóôéáßáò ìåôáâïëÞò ôçò æçôïýìåíçò ðïóüôçôáò åíüò ðñïú-

üíôïò ðñïò ôçí ðïóïóôéáßá ìåôáâïëÞ ôïõ åéóïäÞìáôïò ôùí êáôáíáëùôþí ïíïìÜæåôáé åéóïäç-

ìáôéêÞ åëáóôéêüôçôá.

Ç ìåñéêÞ åéóïäçìáôéêÞ åëáóôéêüôçôá ãéá ôï ðñïúüí 1 äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

nY =
@q1
@Y

Y

q1
:

Ôá óõìðåñÜóìáôá, ðïõ ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå ìå âÜóç ôçí åéóïäçìáôéêÞ åëáóôéêüôçôá åßíáé

üôé áí éó÷ýåé nY > 0, ôüôå ôï ðñïúüí 1 åßíáé êáíïíéêü Þ áíþôåñï, åíþ áí nY < 0, ôüôå ôï

ðñïúüí 1 åßíáé êáôþôåñï.

ÊáíïíéêÜ Þ áíþôåñá ðñïúüíôá ïíïìÜæïíôáé ôá ðñïúüíôá ôùí ïðïßùí ç æÞôçóç áõîÜíåôáé,

üôáí áõîÜíåôáé ôï åéóüäçìá. Êáôþôåñá ðñïúüíôá ïíïìÜæïíôáé ôá ðñïúüíôá ôùí ïðïßùí ç

æÞôçóç ìåéþíåôáé, üôáí áõîÜíåôáé ôï åéóüäçìá.

6.2 Ìåãéóôïðïßçóç êÝñäïõò

Áò õðïèÝóïõìå ìéá åðé÷åßñçóç äýï ðñïúüíôùí óå óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý. ¼ðùò

Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, óå óõíèÞêåò ðëÞñïõò áíôáãùíéóìïý ç åðé÷åßñçóç äåí Ý÷åé ôçí äõíáôüôçôá

íá åðçñåÜóåé ôéò ôéìÝò ôùí ðñïúüíôùí.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç óõíÜñôçóç åóüäùí R(q1; q2) = p1q1 + p2q2 êáé ç óõíÜñôçóç êüóôïõò

C(q1; q2) = 2q21 + q1q2 + 2q22, üðïõ p1, p2 åßíáé ïé ôéìÝò ôùí ðñïúüíôùí. H óõíÜñôçóç êÝñäïõò

ïñßæåôáé ùò

ð = R(q1; q2)− C(q1; q2) = p1q1 + p2q2 − 2q21 − q1q2 − 2q22:

Óôü÷ïò ìáò åßíáé íá âñïýìå ôéò ôéìÝò ôùí q1 êáé q2 ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôçí óõíÜñôçóç êÝñäïõò.

Ç áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôïðéêü ìÝãéóôï åßíáé ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé íá ìçäåíßæïíôáé.

¢ñá ðñÝðåé
@ð

@q1
= p1 − 4q1 − q2 = 0 êáé

@ð

@q2
= p2 − q1 − 4q2 = 0:

Ðñïêýðôåé üôé ìïíáäéêÞ ëýóç åßíáé ç q?1 = 4p1−p2
15

êáé q?2 = 4p2−p1
15

. Áí èÝóïõìå p1 = 12 êáé

p2 = 18 Ý÷ïõìå q1 = 2 êáé q2 = 4, ïé ïðïßåò óõíåðÜãïíôáé ð? = 48.
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(a) (b)

Ó÷Þìá 6.1: Ïé êáìðýëåò éóïðáñáãùãÞò ôçò óõíÜñôçóçò ðáñáãùãÞò q = 600K2L2 −K3L3.

Ãéá íá åßìáóôå âÝâáéïé üôé ðñüêåéôáé ãéá ìÝãéóôï êÝñäïò, åëÝã÷ïõìå ôçí óõíèÞêç äåýôåñçò

ôÜîçò. Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äåýôåñçò ôÜîçò ìáò äßíïõí ôçí áêüëïõèç ÅóóéáíÞ ïñßæïõóá:

|Ç | =

∣∣∣∣∣∣
@2ð
@q21

@2ð
@q1@q2

@2ð
@q2@q1

@2ð
@q22

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ −4 −1

−1 −4

∣∣∣∣∣∣ :
ÅðåéäÞ |H1| = −4 < 0 êáé |H2| = 15 > 0, ç ÅóóéáíÞ ìÞôñá åßíáé áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç êáé ç

ëýóç ðñÜãìáôé ìåãéóôïðïéåß ôï êÝñäïò [6, óåë. 84{86].

6.3 ÓõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò

Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá ôçí ðáñáãùãÞ åíüò ðñïúüíôïò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé äýï åéóñïÝò, ôï

êåöÜëáéï K êáé ç åñãáóßá L. Ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò:

q = f(K;L):

Áí èåùñÞóïõìå üôé ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá q ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ, ôüôå áíáöåñüìáóôå óå

éóïûøåßò êáìðýëåò, ôéò ïðïßåò åîåôÜóáìå óôï ÊåöÜëáéï 5. Óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá, ïé

êáìðýëåò áõôÝò ïíïìÜæïíôáé êáìðýëåò ßóïõ ðñïúüíôïò Þ éóïðáñáãùãÞò (isoquants), åðåéäÞ

óôá óçìåßá ôïõò áíôéóôïé÷åß ßóç ðáñáãùãÞ ðñïúüíôïò. Óôï Ó÷Þìá 6.1(a) äßíïõìå ôéò êáìðý-

ëåò éóïðáñáãùãÞò ôçò óõíÜñôçóçò ðáñáãùãÞò q = 600K2L2 −K3L3 (Ó÷Þìá 6.1(b)).

Äéáðéóôþíïõìå üôé õðÜñ÷åé ðëÞèïò êáìðõëþí éóïðáñáãùãÞò, ðïõ äåß÷íïõí äéáöïñåôéêÜ ýøç

ðñïúüíôïò ðïõ ìðïñïýí íá ðáñá÷èïýí ìå ìåôáâáëëüìåíåò ðïóüôçôåò ôùí óõíôåëåóôþí ðáñá-
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ãùãÞò. ÊÜèå êáìðýëç éóïðáñáãùãÞò ðïõ åßíáé ðåñéóóüôåñï áðïìáêñõóìÝíç áðü ôçí áñ÷Þ

ôùí áîüíùí, Ýíáíôé ìßáò Üëëçò, äåß÷íåé ìåãáëýôåñï ýøïò ðáñáãùãÞò. Åðßóçò, ïé êáìðýëåò

éóïðáñáãùãÞò åßíáé öèßíïõóåò êáé êõñôÝò. Áí ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò q = f(K;L) åßíáé

ðáñáãùãßóéìç, ôüôå ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò @q
@K

ïíïìÜæåôáé ïñéáêü ðñïúüí Þ êáëýôåñá ïñéáêÞ

ðáñáãùãéêüôçôá ôïõ óõíôåëåóôÞ Ê . Áíôßóôïé÷á ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò @q
@L

ïíïìÜæåôáé ïñéáêü

ðñïúüí ôïõ óõíôåëåóôÞ L [29, óåë. 552{556].

6.3.1 Ïñéáêüò Ëüãïò Ôå÷íéêÞò ÕðïêáôÜóôáóçò

Óôï óçìåßï áõôü áíáöÝñïõìå ôïí ïñéáêü ëüãï ôå÷íéêÞò õðïêáôÜóôáóçò, ï ïðïßïò ïõóéáóôéêÜ

åßíáé ç êëßóç ôçò êáìðýëçò éóïðáñáãùãÞò.

Ïñéóìüò 66 [6, óåë. 185] Ï ïñéáêüò ëüãïò ôå÷íéêÞò õðïêáôÜóôáóçò, ÏËÔÕ (marginal

rate of technical substitution) ôïõ óõíôåëåóôÞ ðáñáãùãÞò Ê áðü ôï óõíôåëåóôÞ ðáñáãùãÞò

L ìåôñÜ ôçí áíáãêáßá ìåßùóç óôçí ðïóüôçôá ôïõ óõíôåëåóôÞ Ê üôáí áõîçèåß ç ðïóüôçôá

ôïõ óõíôåëåóôÞ L, þóôå ç ðáñáãüìåíç ðïóüôçôá ðñïúüíôïò íá ðáñáìåßíåé ç ßäéá.

ÄçëáäÞ, ï ÏËÔÕ åêöñÜæåé ôïí âáèìü êáôÜ ôïí ïðïßï ï óõíôåëåóôÞò L ìðïñåß íá õðïêáôá-

óôÞóåé ôïí óõíôåëåóôÞ Ê óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôçò êáìðýëçò éóïðáñáãùãÞò.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï q = f(K;L). Âñßóêïõìå

ôï ïëéêü äéáöïñéêü, ôï ïðïßï åßíáé

dq =
@f(K;L)

@L
dL +

@f(K;L)

@K
dK = MPLdL + MPKdK:

ÐÜíù óôçí êáìðýëç ßóïõ ðñïúüíôïò éó÷ýåé üôé dq = 0, óõíåðþò

dq = MPLdL + MPKdK = 0⇒MPLdL = −MPKdK:

¢ñá óõìðåñáßíïõìå üôé ï ïñéáêüò ëüãïò ôå÷íéêÞò õðïêáôÜóôáóçò ôïõ L óôï Ê åßíáé:

dK

dL
= −MPL

MPK
:

¼ðùò áíáöÝñáìå óôïí ïñéóìü ôïõ ïñéáêïý ëüãïõ ôå÷íéêÞò õðïêáôÜóôáóçò, ìáò äßíåôáé ç

äõíáôüôçôá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáöïñåôéêïýò óõíäõáóìïýò åéóñïþí ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôçò
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ßäéáò ðïóüôçôáò. ÁõôÞ ç åõêïëßá õðïêáôÜóôáóçò ìåôñÜôáé áðü ôçí åëáóôéêüôçôá õðïêáôÜ-

óôáóçò, ó (elasticity of substitution). Ç åëáóôéêüôçôá õðïêáôÜóôáóçò ïñßæåôáé ùò ôï ðçëßêï

ôïõ ðïóïóôéáßïõ ñõèìïý ìåôáâïëÞò ôïõ ëüãïõ ôùí åéóñïþí äéá ôïõ ðïóïóôéáßïõ ñõèìïý

ìåôáâïëÞò ôïõ ïñéáêïý ëüãïõ ôå÷íéêÞò õðïêáôÜóôáóçò. ÄçëáäÞ:

ó =
%Ä(K;L)

%ÄÏËÔÕ
=

d(K=L)

dÏËÔÕ
· ÏËÔÕ
K=L

=
@ lnK=L

@ lnÏËÔÕ
:

Ç åëáóôéêüôçôá õðïêáôÜóôáóçò ÷áñáêôçñßæåé ôçí êõñôüôçôá ôùí êáìðõëþí ßóïõ ðñïúüíôïò.

Ç ôéìÞ ôçò ó ìðïñåß íá åßíáé ìéá ôéìÞ ìåôáîý 0 êáé ∞. ¼óï ìåãáëýôåñç åßíáé ç ôéìÞ ôçò,

ôüóï ìåãáëýôåñç ç õðïêáôÜóôáóç ìåôáîý ôùí äýï åéóñïþí. ¼ìùò, äéáêñßíïõìå äýï áêñáßåò

ðåñéðôþóåéò [26, óåë. 392]:

1. áí ó = ∞, ôüôå ïé äýï åéóñïÝò åßíáé ôÝëåéá õðïêáôÜóôáôá êáé ïé êáìðýëåò ßóïõ

ðñïúüíôïò åßíáé åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ìåôáîý ôïõò.

2. áí ó = 0, ôüôå äåí õðÜñ÷ïõí äõíáôüôçôåò õðïêáôÜóôáóçò. Ïé äýï åéóñïÝò åßíáé

óõìðëçñùìáôéêÝò êáé áðáéôåßôáé óôáèåñÞ ðïóüôçôá áðü êÜèå åéóñïÞ ãéá ôçí ðáñáãùãÞ

ìéáò ìïíÜäáò ðñïúüíôïò. Ïé êáìðýëåò ßóïõ ðñïúüíôïò åßíáé ïñèÝò ãùíßåò.

6.3.2 Áðïäüóåéò êëßìáêáò ôçò óõíÜñôçóçò ðáñáãùãÞò

Ïé áðïäüóåéò êëßìáêáò áíáöÝñïíôáé óôïí ôñüðï ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ç åêñïÞ êáèþò ìåôáâÜë-

ëïõìå ôçí êëßìáêá ðáñáãùãÞò. Áí ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò äßíåôáé áðü ôçí ìïñöÞ q =

f(K;L) êáé üëåò ïé åéóñïÝò ðïëëáðëáóéÜæïíôáé ìå ôçí ßäéá óôáèåñÜ m > 1 ôáîéíïìïýìå ôéò

áðïäüóåéò êëßìáêáò ùò åîÞò [19, óåë. 134{136]:

• Áýîïõóåò Áðïäüóåéò Êëßìáêáò : Ç ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü áýîïõ-

óåò áðïäüóåéò êëßìáêáò üôáí ç áýîçóç üëùí ôùí ðáñáãùãéêþí óõíôåëåóôþí êáôÜ

Ýíá ðïóïóôü åðéöÝñåé áýîçóç ôçò ðáñáãùãÞò êáôÜ ìåãáëýôåñï ðïóïóôü. Ïé áýîïõóåò

áðïäüóåéò êëßìáêáò áíáöÝñïíôáé ùò ïéêïíïìßåò êëßìáêáò. Éó÷ýåé:

f(mK;mL) > mf (K;L) = mq:

• ÓôáèåñÝò Áðïäüóåéò Êëßìáêáò : Ç ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü óôáèå-

ñÝò áðïäüóåéò êëßìáêáò üôáí ç áýîçóç üëùí ôùí ðáñáãùãéêþí óõíôåëåóôþí êáôÜ Ýíá
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ðïóïóôü åðéöÝñåé áýîçóç ôçò ðáñáãùãÞò êáôÜ ôï ßäéï ðïóïóôü. Ïé óôáèåñÝò áðïäüóåéò

êëßìáêáò áíáöÝñïíôáé ùò óôáèåñÝò ïéêïíïìßåò êëßìáêáò. Éó÷ýåé:

f(mK;mL) = mf(K;L) = mq:

• Öèßíïõóåò Áðïäüóåéò Êëßìáêáò : Ç ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü öèß-

íïõóåò áðïäüóåéò êëßìáêáò üôáí ç áýîçóç üëùí ôùí ðáñáãùãéêþí óõíôåëåóôþí êáôÜ

Ýíá ðïóïóôü åðéöÝñåé áýîçóç ôçò ðáñáãùãÞò êáôÜ ìéêñüôåñï ðïóïóôü. Ïé öèßíïõóåò

áðïäüóåéò êëßìáêáò áíáöÝñïíôáé ùò áñíçôéêÝò ïéêïíïìßåò êëßìáêáò Þ áíôéïéêïíïìßåò.

Éó÷ýåé:

f(mK;mL) < mf (K;L) = mq:

Óôçí ÏéêïíïìéêÞ Èåùñßá óõíÞèùò õðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò ìéáò åðé÷åßñçóçò

åßíáé ïìïãåíÞò âáèìïý 1, äçëáäÞ áí üëåò ïé åéóñïÝò ðïëëáðëáóéÜæïíôáé ìå m, ôüôå üëåò ïé

åêñïÝò ðïëëáðëáóéÜæïíôáé ìå m. Méá óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò ìå áõôü ôï ÷áñáêôçñéóôéêü

èåùñåßôáé üôé Ý÷åé óôáèåñÝò áðïäüóåéò êëßìáêáò êáé ïíïìÜæåôáé ãñáììéêÜ ïìïãåíÞò.

Ï ïñéóìüò ôçò êëßìáêáò áðïäüóåùí ìðïñåß åýêïëá íá ãåíéêåõôåß óå ìßá óõíÜñôçóç ðáñáãù-

ãÞò ìå í åéóñïÝò. Áí ç óõíÜñôçóç äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

q = f(x1; x2; : : : ; xí)

êáé üëåò ïé åéóñïÝò ðïëëáðëáóéáóôïýí ìå ìßá èåôéêÞ óôáèåñÜ m Ý÷ïõìå:

f(mx1;mx2; : : : ;mxí) = mkf(x1; x2; : : : ; xí) = mkq:

ÏõóéáóôéêÜ Ý÷ïõìå ìéá ïìïãåíÞ óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò âáèìïý k [26, óåë. 391].

Ïé áðïäüóåéò êëßìáêáò ðñïóäéïñßæïíôáé ìå âÜóç ôçí åëáóôéêüôçôá ôïõ ðñïúüíôïò. Áí |å| < 1,

|å| = 1 Þ |å| > 1, ôüôå ç óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò ðáñïõóéÜæåé öèßíïõóåò, óôáèåñÝò Þ áýîïõóåò

áðïäüóåéò êëßìáêáò, áíôßóôïé÷á.

Ç åëáóôéêüôçôá ðáñáãùãÞò óå Ýíá äåäïìÝíï óçìåßï x ïñßæåôáé ùò å = dy
dë

ë
y
. Áí ðÜñïõìå

ôï ïëéêü äéáöïñéêü ôçò óõíÜñôçóçò ðáñáãùãÞò Ý÷ïõìå dy =
∑í

i=1
@y
@xi
dxi. Óôç óõíÝ÷åéá

ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé äéáéñïýìå ôçí ó÷Ýóç ìå xi:

dy =
í∑
i=1

xi
@y

@xi

dxi
xi

:
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Áí äéáéñÝóïõìå êáé ôéò äýï ðëåõñÝò ìå y, ôüôå ðñïêýðôåé:

dy

y
=

í∑
i=1

xi
y

@y

@xi

dxi
xi

:

ÅðåéäÞ üëåò ïé åéóñïÝò áõîÜíïíôáé êáôÜ ôï ðïóïóôü dë
ë
, éó÷ýåé üôé dë

ë
= dxi

xi
.

¢ñá ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãßíåôáé:

dy

y
=

í∑
i=1

xi
y

@y

@xi

dë

ë
⇔ dy

dë

ë

y
=

í∑
i=1

@y

@xi

xi
y
:

ÅðïìÝíùò

å =
í∑
i=1

åi:

Áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï èåþñçìá Euler Ý÷ïõìå:

í∑
i=1

@y

@xi
xi = mf(x) Þ

í∑
i=1

@y

@xi

xi
y

= m Þ
í∑
i=1

åi = å = m:

Óõíåðþò, áí m > 1, ôüôå å > 1, áí m < 1, ôüôå å < 1 êáé áí m = 1, ôüôå å = 1.

6.3.3 ÃñáììÞ ßóïõ êüóôïõò

ÃñáììÞ ßóïõ êüóôïõò åßíáé ç óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé ôç óõíäõáóìÝíç ÷ñÞóç äýï óõíôåëå-

óôþí ðáñáãùãÞò, ìå äåäïìÝíç ðïóüôçôá óõíïëéêÞò äáðÜíçò ãéá ôçí ðáñáãùãÞ åíüò ðñïúü-

íôïò. Ðéï áðëÜ ìéá ãñáììÞ ßóïõ êüóôïõò äßíåé üëïõò ôïõò äéáöïñåôéêïýò óõíäõáóìïýò

åñãáóßáò L êáé êåöáëáßïõ Ê ðïõ ìéá åðé÷åßñçóç ìðïñåß íá áãïñÜóåé ìå äåäïìÝíá ôïí

óõíïëéêü ðñïûðïëïãéóìü (total budget) Þ ôçí óõíïëéêÞ äáðÜíç (total outlay, ÔÏ) ôçò

åðé÷åßñçóçò êáé ôéò ôéìÝò pL êáé pK ôùí óõíôåëåóôþí ðáñáãùãÞò. Óõíåðþò, áí ç åðé÷åßñçóç

Þèåëå íá îïäÝøåé üëá ôá ÷ñÞìáôá ãéá íá áãïñÜóåé ôïí ðáñáãùãéêü óõíôåëåóôÞ êåöÜëáéï, èá

ìðïñïýóå íá áãïñÜóåé ÔÏ
pK

ìïíÜäåò êåöáëáßïõ. Áíôßóôïé÷á, ãéá ôïí ðáñáãùãéêü óõíôåëåóôÞ

åñãáóßá èá ìðïñïýóå íá áãïñÜóåé ÔÏ
pL

ìïíÜäåò åñãáóßáò. Ç êëßóç ôçò ãñáììÞò ßóïõ êüóôïõò

åßíáé [29, óåë. 558{561]:

−
TO
pK
TO
pL

= −TOpL
TOpL

= − pL
pK

:

Ç ãñáììÞ ßóïõ êüóôïõò äåß÷íåé üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò ôùí ðáñáãùãéêþí óõíôå-

ëåóôþí ðïõ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå, ìå äåäïìÝíåò ôéò ôéìÝò ôïõò, êáé ïé ïðïßïé
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åðéöÝñïõí ôï ßäéï êüóôïò óôçí ðáñáãùãéêÞ äéáäéêáóßá. Ï åðé÷åéñçìáôßáò { ðáñáãùãüò

éóïññïðåß óôï óçìåßï åðáöÞò ôçò ãñáììÞò ßóïõ êüóôïõò ìå ôçí õøçëüôåñç åöéêôÜ äõíáôÞ

êáìðýëç éóïðáñáãùãÞò [22, óåë. 299{301].

Ìðïñïýìå, ëïéðüí, íá äéáôõðþóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá ùò Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éóôïðïßçóçò

ôïõ êüóôïõò. Ç óõíÜñôçóç êüóôïõò åßíáé C = KpK + LpL, ðïõ õðüêåéôáé óôïí ðåñéïñéóìü

ôïõ ðñïúüíôïò f(K;L) = q0, ìå MPK ;MPL > 0. Ó÷çìáôßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç ôïõ La-

grange:

z = KpK + LpL + ë(q0 − f(K;L)):

Ìå âÜóç ôçí óõíèÞêç ðñþôçò ôÜîçò, ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ðñÝðåé íá ìçäåíßæïíôáé. ¢ñá

ðñïêýðôïõí ïé áêüëïõèåò åîéóþóåéò:

@z

@ë
= q0 − f(K;L) = 0

@z

@K
= pK − ëMPK = 0

@z

@L
= pL − ëMPL = 0

Ç ðñþôç åîßóùóç åßíáé ïõóéáóôéêÜ ï ðåñéïñéóìüò. Áðü ôéò åðüìåíåò åîéóþóåéò ðñïêýðôåé üôé:

pK
MPK

=
pL

MPL
= ë:

Ç åîßóùóç ìðïñåß íá ãñáöåß åíáëëáêôéêÜ ùò åîÞò:

pK
pL

=
MPK
MPL

:

Äéáðéóôþíïõìå üôé óôï óçìåßï áõôü ïé áðüëõôåò ôéìÝò ôùí êëßóåùí ôçò êáìðýëçò éóïðáñá-

ãùãÞò êáé ôçò ãñáììÞò ßóïõ êüóôïõò åßíáé ßóåò. Ãéá íá åîáóöáëßóïõìå Ýíá åëÜ÷éóôï êüóôïò,

áñêåß íá Ý÷ïõìå ìéá áñíçôéêÞ ðëáéóéùìÝíç ÅóóéáíÞ [6, óåë. 176{178].

6.3.4 ÓõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò Cobb-Douglas

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá íåïêëáóóéêÞ óõíÜñôçóç ðáñáãùãÞò, ç ïðïßá èåùñåßôáé ùò óõíÜñôçóç äýï

ìåôáâëçôþí üðïõ ç ìßá áíôéðñïóùðåýåé ïìïãåíÞ åéóñïÞ êåöáëáßïõ êáé ç Üëëç ïìïãåíÞ åéóñïÞ

åñãáóßáò [26, óåë. 411], [6, óåë. 170{173].
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Ç óõíÜñôçóç Cobb-Douglas äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

y = á0x
á
1x

â
2;

üðïõ x1; x2 ≥ 0, á0 åîùãåíÞò ðáñÜìåôñïò (ôå÷íïëïãßá) êáé á; â ≥ 0 ðáñÜìåôñïé. ÓõíÞèùò

ôï x1 áíôéðñïóùðåýåé ôï êåöÜëáéï êáé ôï x2 ôçí åñãáóßá. ¸ôóé ç óõíÜñôçóç äéáìïñöþíåôáé

ùò q = á0Ê
áLâ. Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò.

Ôï ïñéáêü ðñïúüí äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

ÌPi =
@y

@xi
;

ïðüôå MP1 = á y
x1

êáé MP2 = â y
x2
.

Ç åëáóôéêüôçôá ôïõ ðñïúüíôïò 1 åßíáé

å1 =
@y

@x1

x1
y

= MP1
x1
y

= á
y

x1

x1
y

= á:

Ãéá ôï ðñïúüí 2 ç åëáóôéêüôçôá åßíáé

å2 =
@y

@x2

x2
y

= MP2
x2
y

= â
y

x2

x2
y

= â:

Ç åëáóôéêüôçôá ðáñáãùãÞò åßíáé å = å1 + å2 = á + â.

Óõíåðþò, ðñüêåéôáé ãéá êáìðýëç ßóïõ ðñïúüíôïò, áöïý éó÷ýåé á0xá1x
â
2 = y0, x1; x2 > 0. Ç

êëßóç ôçò êáìðýëçò åßíáé áñíçôéêÞ, äçëáäÞ

dx2
dx1

= ÏËÔÕ = −ÌP1

MP2

= −á
â

x2
x1

< 0:

Ç êáìðýëç ßóïõ ðñïúüíôïò åßíáé êõñôÞ, äçëáäÞ

d2x2
dx21

= −á
â

1

x21
(x1

dx2
dx1
− x2) > 0:

6.4 ÓõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò

Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá äýï ðñïúüíôá x êáé y, ïé ðïóüôçôåò ðïõ êáôáíáëþíåé êÜðïéïò åßíáé

qx êáé qy, áíôßóôïé÷á. Áí U ç ÷ñçóéìüôçôá, ôüôå ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò äéáìïñöþíåôáé

ùò U = f(qx; qy). Áí ôþñá èåùñÞóïõìå üôé ç ÷ñçóéìüôçôá U åßíáé óôáèåñÞ, äçëáäÞ üôé
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f(qx; qy) = c, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé áíáöåñüìáóôå óå éóïûøåßò êáìðýëåò, ïé ïðïßåò ïíïìÜ-

æïíôáé êáìðýëåò ßóçò ÷ñçóéìüôçôáò (isoutility curves) Þ êáìðýëåò áäéáöïñßáò (indi�erence

curves). Ç ôåëåõôáßá ïíïìáóßá ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ï êáôáíáëùôÞò åßíáé áäéÜöïñïò ùò

ðñïò ðïéïí óõíäõáóìü èá åðéëÝîåé, áöïý ïé óõíäõáóìïß ôïõ áðïöÝñïõí ôï ßäéï áêñéâþò åðßðåäï

÷ñçóéìüôçôáò. ¼óï ðéï øçëÜ âñßóêåôáé ìßá êáìðýëç áäéáöïñßáò ôüóï ìåãáëýôåñï åðßðåäï Þ

âáèìü ÷ñçóéìüôçôáò åêöñÜæåé. Ôï óýíïëï áõôü ôùí êáìðõëþí áäéáöïñßáò, ðïõ êáèïñßæåé ôéò

ðñïôéìÞóåéò ôïõ êáôáíáëùôÞ ïíïìÜæåôáé ÷Üñôçò êáìðõëþí áäéáöïñßáò (ðáñÜäåéãìá éóïûøþí

êáìðõëþí äþóáìå óôï Ó÷Þìá 5.2, áëëÜ êáé óôï Ó÷Þìá 6.1(a)).

Ïé êáìðýëåò áäéáöïñßáò ðáñïõóéÜæïõí ôá áêüëïõèá ÷áñáêôçñéóôéêÜ [19, óåë. 100-104]:

• ÊÜèå êáìðýëç áäéáöïñßáò, ðïõ âñßóêåôáé õøçëüôåñá áðü êÜðïéá Üëëç, äçëþíåé õøçëü-

ôåñï åðßðåäï Þ âáèìü ÷ñçóéìüôçôáò.

• Ïé êáìðýëåò áäéáöïñßáò Ý÷ïõí áñíçôéêÞ êëßóç. Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß êÜèå êáôáíáëù-

ôÞò ìåéþíïíôáò ôçí ðïóüôçôá ôïõ åíüò áðü ôá äýï ðñïúüíôá, ðñÝðåé íá áõîÞóåé ôçí

êáôáíÜëùóç ôïõ Üëëïõ ðñïúüíôïò ãéá íá ðáñáìåßíåé óôï ßäéï åðßðåäï ÷ñçóéìüôçôáò.

• Ïé êáìðýëåò áäéáöïñßáò äåí ôÝìíïíôáé.

• Oé êáìðýëåò áäéáöïñßáò åßíáé êõñôÝò. Áõôü ïöåßëåôáé óôçí âáóéêÞ áñ÷Þ, ðïõ åßíáé

ãíùóôÞ ùò £öèßíïõóá ó÷Ýóç õðïêáôÜóôáóçò ¤ êáé ëÝåé üôé, Ýíá Üôïìï ðïõ äéáèÝôåé

ðñïúüí óå ìéêñüôåñç ðïóüôçôá Ýíáíôé åíüò Üëëïõ ðñïúüíôïò, åßíáé ëéãüôåñï äéáôåèåéìÝíï

íá èõóéÜóåé ìÝñïò ôïõ ðñþôïõ ðñïúüíôïò ãéá íá áðïêôÞóåé åðéðëÝïí ìïíÜäåò áðü ôï

äåýôåñï ðñïúüí. Ìå Üëëá ëüãéá, ç êáìðýëç áäéáöïñßáò åßíáé êõñôÞ åðåéäÞ Ý÷åé ïñéáêü

ëüãï õðïêáôÜóôáóçò ðïõ óõíå÷þò ìåéþíåôáé.

Åßíáé áðáñáßôçôï íá äéåõêñéíßóïõìå ôçí âáóéêÞ äéáöïñÜ ôùí êáìðõëþí éóïðáñáãùãÞò êáé

áäéáöïñßáò. Óå êÜèå êáìðýëç éóïðáñáãùãÞò Ý÷ïõìå ôçí ßäéá ðïóüôçôá ðáñáãüìåíïõ ðñïúüí-

ôïò áíåîÜñôçôá áðü ôéò ìåôáâïëÝò ôùí óõíôåëåóôþí ðáñáãùãÞò. Áíôßèåôá, óå êÜèå êáìðýëç

áäéáöïñßáò ïé ðïóüôçôåò ôùí ðñïúüíôùí x êáé y ðïõ êáôáíáëþíåé ï êáôáíáëùôÞò åßíáé

äéáöïñåôéêÝò.

ÔÝëïò, áí ç óõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò U = f(qx; qy) åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò ôéò ðïóüôç-

ôåò qx; qy ôùí ÷ñçóéìïðïéïýìåíùí ðñïúüíôùí, ôüôå ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò @U
@qx

ïíïìÜæåôáé
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ïñéáêÞ ÷ñçóéìüôçôá ùò ðñïò ôçí ðïóüôçôá qx êáé óõìâïëßæåôáé MUqx . Ôï áíôßóôïé÷ï éó÷ýåé

êáé ãéá ôçí ðïóüôçôá qy [29, óåë. 567].

6.4.1 Ïñéáêüò Ëüãïò ÕðïêáôÜóôáóçò

Ïñéóìüò 67 [26, óåë. 366] Ï ïñéáêüò ëüãïò õðïêáôÜóôáóçò, ÏËÕ (marginal rate of sub-

stitution) Þ ïñéáêÞ ó÷Ýóç õðïêáôÜóôáóçò (marginal relation of substitution) ôïõ ðñïúüíôïò

y áðü ôï ðñïúüí x, ìåôñÜ ôçí áíáãêáßá ìåßùóç óôçí ðïóüôçôá ôïõ ðñïúüíôïò y üôáí áõîçèåß

ç ðïóüôçôá ôïõ ðñïúüíôïò x, êáé ìüíï áõôÞ, þóôå ï êáôáíáëùôÞò íá ðáñáìåßíåé óôçí ßäéá

êáìðýëç áäéáöïñßáò.

Ìéá êáìðýëç áäéáöïñßáò ïñßæåôáé ùò ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óõíäõáóìþí ôùí x êáé y, ôá

ïðïßá èá äþóïõí Ýíá óôáèåñü åðßðåäï ôçò U [6, óåë. 153]. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç

÷ñçóéìüôçôáò äßíåôáé áðü ôïí ôýðï U = U(x; y). Âñßóêïõìå ôï ïëéêü äéáöïñéêü, ôï ïðïßï

åßíáé:

dU =
@U(x; y)

@x
dx +

@U(x; y)

@y
dy = MUxdx + MUydy:

ÐÜíù óôçí êáìðýëç ßóïõ ðñïúüíôïò éó÷ýåé üôé dU = 0, óõíåðþò

dU = MUxdx + MUydy = 0⇒MUydy = −MUxdx:

¢ñá óõìðåñáßíïõìå üôé ï ïñéáêüò ëüãïò õðïêáôÜóôáóçò ôïõ y óôï x åßíáé:

dx

dy
= −MUy

MUx
:

6.4.2 Ðåñéïñéóìïß êáé äõíáôüôçôåò ôïõ êáôáíáëùôÞ

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôéò êáìðýëåò áäéáöïñßáò ðïõ åêöñÜæïõí ôéò

ðñïôéìÞóåéò ôïõ êáôáíáëùôÞ, äçëáäÞ ôéò åðéèõìßåò ôïõ. ÐñÝðåé üìùò íá ôïíßóïõìå üôé áõôÝò

ïé êáìðýëåò áäéáöïñßáò åßíáé äéáöïñåôéêÝò ãéá êÜèå êáôáíáëùôÞ, áöïý êÜèå êáôáíáëùôÞò

Ý÷åé äéáöïñåôéêÝò ðñïôéìÞóåéò. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò äõíáôüôçôåò ðïõ

Ý÷åé Ýíáò êáôáíáëùôÞò íá éêáíïðïéåß ôéò ðñïôéìÞóåéò ôïõ. Ìå Üëëá ëüãéá, åäþ èá åîåôÜóïõìå

ü÷é ôé åðéèõìåß, áëëÜ ôé ìðïñåß íá åðéôý÷åé ï êáôáíáëùôÞò [19, óåë. 105].

Ç óõíÜñôçóç êáôáíáëùôéêÞò äõíáôüôçôáò (budget function) ðáñéóôÜíåé ôçí ó÷Ýóç ìåôáîý

ôçò ðïóüôçôáò êáôáíÜëùóçò äýï ðñïúüíôùí, Ýôóé þóôå ç óõíïëéêÞ äáðÜíç ãéá ôçí áðüêôçóç
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ôùí ðñïúüíôùí áõôþí íá åßíáé ïñéóìÝíç. Ç ãñáììÞ åéóïäçìáôéêïý ðåñéïñéóìïý äßíåé ôïõò

äéáöïñåôéêïýò óõíäõáóìïýò äýï ðñïúüíôùí ðïõ Ýíáò êáôáíáëùôÞò ìðïñåß íá áãïñÜóåé ìå

äåäïìÝíá ôï åéóüäçìÜ ôïõ êáé ôéò ôéìÝò ôùí ðñïúüíôùí. ÕðïèÝôïõìå üôé qx; qy åßíáé ïé

Üãíùóôåò ðïóüôçôåò ôùí ðñïúüíôùí x; y êáé px; py áíôßóôïé÷á ïé ãíùóôÝò ôéìÝò ôïõò, ôüôå ìå

äåäïìÝíï ôï åéóüäçìá Y ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå ôçí ó÷Ýóç ðïõ áðïôåëåß ôïí åéóïäçìáôé-

êü ðåñéïñéóìü ôïõ êáôáíáëùôÞ:

Y = pxqx + pyqy:

Áí ëýóïõìå ùò ðñïò qy ðñïêýðôåé:

qy =
Y

py
− px
py
qx:

¼ðùò åßíáé öáíåñü ðñüêåéôáé ãéá ìßá åõèåßá ãñáììÞ, ðïõ Ý÷åé êëßóç −px
py
. Áí ìåôáâëçèåß ôï

åéóüäçìá, ç åéóïäçìáôéêÞ ãñáììÞ ìåôáôïðßæåôáé ðáñÜëëçëá (äåîéÜ ãéá áýîçóç êáé áñéóôåñÜ

ãéá ìåßùóç åéóïäÞìáôïò). Áí ìåôáâëçèåß üìùò, ï ëüãïò ôùí ôéìþí ôùí áãáèþí èá áëëÜîåé

êëßóç.

Óôü÷ïò ôïõ êáôáíáëùôÞ åßíáé íá âñßóêåôáé óå éóïññïðßá, äçëáäÞ ìå äåäïìÝíá ôï åéóüäçìÜ ôïõ

êáé ôéò ôéìÝò ôùí ðñïúüíôùí, íá ìåãéóôïðïéåß ôçí óõíïëéêÞ ÷ñçóéìüôçôÜ ôïõ áðü ôéò äáðÜíåò

ôïõ. ¸íáò êáôáíáëùôÞò âñßóêåôáé óå éóïññïðßá üôáí, ìå äåäïìÝíç ôçí åéóïäçìáôéêÞ ãñáììÞ

öèÜíåé ôçí õøçëüôåñç êáìðýëç áäéáöïñßáò. Ôï óçìåßï åðáöÞò ôçò êáìðýëçò áäéáöïñßáò

êáé ôçò ãñáììÞò åéóïäçìáôéêïý ðåñéïñéóìïý áíôéðñïóùðåýåé ôïí óõíäõáóìü åêåßíï ôùí

ðïóïôÞôùí ôùí ðñïúüíôùí x êáé y ðïõ äßíïõí ôï ðéï õøçëü åðßðåäï ÷ñçóéìüôçôáò êáé ðïõ

Ý÷åé ôçí äõíáôüôçôá íá åðéôý÷åé ï êáôáíáëùôÞò äáðáíþíôáò üëï ôï åéóüäçìÜ ôïõ.

ÏõóéáóôéêÜ, ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáé íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ÷ñçóéìüôçôáò U =

U(x; y) ðïõ õðüêåéôáé óôïí ðåñéïñéóìü pxqx + pyqy = Y . Ç óõíÜñôçóç ôïõ Lagrange

äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò:

z = U(x; y) + ë(Y − qxpx − qypy):

Ùò óõíèÞêåò ðñþôçò ôÜîçò èá Ý÷ïõìå ôéò áêüëïõèåò ôáõôü÷ñïíåò åîéóþóåéò:

@z

@ë
= Y − qxpx − qypy = 0

@z

@x
= ÌUx − ëpx = 0
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@z

@y
= ÌUy − ëpy = 0

Ç ðñþôç åîßóùóç åßíáé ïõóéáóôéêÜ ï ðåñéïñéóìüò. Áðü ôéò åðüìåíåò åîéóþóåéò ðñïêýðôåé üôé:

px
MUx

=
py

MUy
= ë:

Ç åîßóùóç ìðïñåß íá ãñáöåß åíáëëáêôéêÜ ùò px
py

= MUx
MUy

êáé áðïôåëåß ôçí óõíèÞêç éóïññïðßáò

ôïõ êáôáíáëùôÞ.
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ÐáñÜñôçìá

Ãéá ôçí óõããñáöÞ ôçò ðáñïýóáò ðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ìéá óåéñÜ õðïóôçñéêôé-

êïý ëïãéóìéêïý. Ôï ëïãéóìéêü áõôü ðåñéãñÜöïõìå óôç óõíÝ÷åéá:

Ãéá ôçí óýíôáîç ôïõ êåéìÝíïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ðñüãñáììá çëåêôñïíéêÞò óôïé÷åéïèåóßáò

LATEX1. Ôï LATEX áðïôåëåß åðÝêôáóç ôïõ TEX. Ôï TEX åßíáé Ýíá ðñüãñáììá çëåêôñïíéêÞò

óôïé÷åéïèåóßáò êåéìÝíïõ ôï ïðïßï ó÷åäéÜóôçêå êáé õëïðïéÞèçêå áðü ôïí Donald Knuth óôá

ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1970. ¼ðùò áíáöÝñåé ï ßäéïò ï Knuth, ï êýñéïò ëüãïò ãéá ôïí

ïðïßï áðïöÜóéóå íá äçìéïõñãÞóåé ôï TEX Þôáí ç Ýëëåéøç åíüò éêáíïðïéçôéêïý åñãáëåßïõ ìå

ôï ïðïßï èá ìðïñïýóå íá ðñïåôïéìÜæåé ôá ôõðïãñáöéêþò áðáéôçôéêÜ êåßìåíá ôïõ. Ç ðñþôç

óïâáñÞ ðñïóðÜèåéá íá äçìéïõñãçèåß Ýíá óýóôçìá ôï ïðïßï íá áðïôåëåß åðÝêôáóç ôïõ TEX

êáé ðáñÜëëçëá íá åðéôñÝðåé ôçí åýêïëç åðåîåñãáóßá ðïëýãëùóóïõ êåéìÝíïõ Ýãéíå áðü ôïõò

John Plaice êáé ÃéÜííç ×áñáëÜìðïõò ìå ôï óýóôçìá Ù.

Ìïëïíüôé ôï TEX åßíáé Ýíá ðÜñá ðïëý éó÷õñü åñãáëåßï, åíôïýôïéò ç ðñïåôïéìáóßá áðëþí

êáé ðïëýðëïêùí åããñÜöùí äåí åßíáé êáé ôüóï áðëÞ õðüèåóç. Ãéá íá ãßíåé ôï TEX üóï ôï

äõíáôü öéëéêü ðñïò ôïí ÷ñÞóôç, ï Leslie Lamport ó÷åäßáóå ãéá ôï óêïðü áõôü Ýíá óýíïëï

åíôïëþí ãíùóôü ùò LATEX [11]. Áñãüôåñá ôï LATEX ãñÜöôçêå áðü ôçí áñ÷Þ áðü ôïí Frank

Mittelbach êáé ôïõò óõíåñãÜôåò ôïõ [12].

Ôï âáóéêü ðëåïíÝêôçìá ôïõ LATEX åßíáé üôé åðéôñÝðåé íá åðéêåíôñùèoýìå óôï ðåñéå÷üìåíï

êáé ü÷é íá áó÷ïëïýìáóôå óõíÝ÷åéá ìå ôçí ìïñöïðïßçóç ôïõ êåéìÝíïõ. Áðïôåëåß åëåýèåñï

ëïãéóìéêü êáé ìðïñåß ï êáèÝíáò íá ôï êáôåâÜóåé åíôåëþò äùñåÜí áðü ôï äéáäßêôõï. ¸íáò áðü

ôïõò ëüãïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò ôï LATEX åßíáé ôüóï äéÜóçìï åßíáé ç ôõðïãñáöéêÞ ðïéüôçôá

ôïõ ôåëéêïý áðïôåëÝóìáôïò, ðñïóäßäïíôáò óôï êåßìåíï åðáããåëìáôéêÞ åìöÜíéóç. Åðßóçò

1Ç åêìÜèçóç êáé ÷ñÞóç ôïõ LATEX áðïôÝëåóå êáé áõôÞ ìÝñïò ôçò åêðüíçóçò ôçò ðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò.
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åßíáé éäáíéêü ãéá ôçí óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêþí åêöñÜóåùí. Õðïóôçñßæåé ðïëëÜ ðáêÝôá

ãéá ãñáöéêÜ, öùôïãñáößåò êáé ðáñïõóéÜóåéò êáé ôáõôü÷ñïíá õðïóôçñßæåôáé áðü üëá ôá

ëåéôïõñãéêÜ óõóôÞìáôá, üðùò Unix, Windows, Macintosh. Ï ðçãáßïò êþäéêáò åßíáé Ýíá

áñ÷åßï ôýðïõ .tex). Ï êþäéêáò ìåôáãëùôôßæåôáé ìå êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ðáñáìÝôñùí, êáé

ðáñÜãåôáé Ýíá áñ÷åßï ôýðïõ (.dvi) êáôÜëëçëï ãéá áíÜãíùóç êáé åêôýðùóç. ÅéäéêÝò åöáñìï-

ãÝò ìåôáôñÝðïõí ôï áñ÷åßï .dvi óå ìïñöÞ ìå ìéêñü ìÝãåèïò êáé êáôÜëëçëç ãéá ìåôáöïñÜ,

üðùò áñ÷åßá ôýðïõ postscript (.ps) êáé portable document format (.pdf). Ãéá ðåñéóóüôåñåò

ðëçñïöïñßåò ï áíáãíþóôçò ìðïñåß íá áíáôñÝîåé óôçí äéåýèõíóç www.latex-project.org

êáèþò åðßóçò êáé óôçí åðßóçìç éóôïóåëßäá ôçò ïìÜäáò ÷ñçóôþí ôïõ TEX www.tug.com.

Åðßóçò, åíäåéêôéêÜ áíáöÝñïõìå ôá åã÷åéñßäéá åêìÜèçóçò ôïõ LATEX ôùí Helmut Kopka êáé

Patrick W. Daly [10] êáé ôïõ Áðüóôïëïõ Óõñüðïõëïõ [30].

Åêôüò áðü ôï LATEX ÷ñçóéìïðïéÞóáìå áêüìá Ýíá ìéêñü óýíïëï åöáñìïãþí ãéá ôçí óýíôáîç,

åðåîåñãáóßá êáé ðáñïõóßáóç ôïõ êåéìÝíïõ:

• Ç óïõßôá MikÔe× ãéá Windows ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá åêôåëÝóéìá áñ÷åßá êáé ôéò âéâëéï-

èÞêåò ôïõ LATEX êáèþò êáé ìéá óåéñÜ õðïóôçñéêôéêþí åñãáëåßùí. Ðñüêåéôáé ãéá

ëïãéóìéêü áíïéêôïý êþäéêá ðïõ äéáôßèåôáé äùñåÜí óôçí äéåýèõíóç www.miktex.org.

• ¸íáò åêäüôçò (editor) ãéá ôçí óõããñáöÞ ôïõ êåéìÝíïõ. ×ñçóéìïðïéÞèçêå ç óïõßôá

WinEdt, ç ïðïßá ðáñÝ÷åé äéáóýíäåóç ìå ôï MikÔe× áëëÜ êáé ìå Üëëá âïçèçôéêÜ

ðñïãñÜììáôá. Ôï ëïãéóìéêü åßíáé åìðïñéêü (ìå áñêåôÜ ÷áìçëü êüóôïò) åíþ äéáôßèåôáé

êáé äïêéìáóôéêÞ Ýêäïóç óôçí éóôïóåëßäá http://www.winedt.com.

• Ôï ëïãéóìéêü Adobe Reader (åõñÝùò ãíùóôü êáé ùò Acrobat Reader ) ãéá ôçí áíÜãíùóç

êáé åêôýðùóç áñ÷åßùí ôýðïõ (.pdf). Ç åöáñìïãÞ åßíáé äéáèÝóéìç äùñåÜí óôç äéåýèõíóç

http://www.acrobat.com.

Ãéá ôçí ó÷åäßáóç ôùí ó÷çìÜôùí ôçò ðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï ðñüãñáììá

óõìâïëéêïý õðïëïãéóìïý Maple. Ôï Maple åßíáé Ýíá éó÷õñü åñãáëåßï åðßëõóçò ìáèçìáôéêþí

ðñïâëçìÜôùí ìÝóù óõìâïëéêþí êáé áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí. Ç áíÜðôõîç ôïõ îåêßíçóå óôá

ðëáßóéá åíüò åñåõíçôéêïý ðñïãñÜììáôïò óôï ÐáíåðéóôÞìéï Waterloo ôïõ ÊáíáäÜ ðñéí áðü

ðåñßðïõ 25 ÷ñüíéá êáé ìÝ÷ñé óÞìåñá Ý÷åé åîåëé÷èåß óå Ýíá áðü ôá êáëýôåñá ðáêÝôá óõìâïëéêïý
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õðïëïãéóìïý ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò óôçí åêðáßäåõóç, ôçí Ýñåõíá êáé ôçí âéïìç÷áíßá.

Åßíáé åìðïñéêü ðñïúüí êáé äéáôßèåôáé áðü ôçí åôáéñßá MapleSoft (www.maplesoft.com). Ç

ôñÝ÷ïõóá Ýêäïóç, Maple 15, ðïõ êõêëïöüñçóå ðñüóöáôá, ðáñÝ÷åé óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò

óôçí Ìç÷áíéêÞ, ôçí Åêðáßäåõóç, ôá ÏéêïíïìéêÜ êáé ôçí ÅöáñìïóìÝíç Ýñåõíá. Óôá ðëáßóéá

ôçò åñãáóßáò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí Ýêäïóç Maple 11, ç ïðïßá ìáò äéáôÝèçêå áðü ôï ÅñãáóôÞ-

ñéï Óõíäõáóôéêþí Áëãïñßèìùí ôïõ ÔìÞìáôïò Ìç÷áíéêþí Çëåêôñïíéêþí Õðïëïãéóôþí êáé

ÐëçñïöïñéêÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí (lca.ceid.upatras.gr).
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