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Πρόλογος 

 

Σε αυτήν την εργασία, παρουσιάζονται μια σειρά μοντέλων γραμμικού 

προγραμματισμού για τη διαχείρηση του διαθεσίμου  σιδηροδρομικου υλικού, δεδομένου 

ενός συνόλου δρομολογίων, για μία συνηθισμένη ημέρα της εβδομάδος, και με στόχο την 

ελαχιστοποίηση μίας συνάρτησης που εξαρτάται από το κόστος λειτουργίας, τη ποιότητα 

των υπηρεσιών και την αξιοπιστία των υπηρεσιών.  

 

                                          

 

 

Περίληψη 

 

Στην εργασία αυτή αρχικά παρουσιάζεται ο τρόπος σχεδιασμού προβλημάτων 

των σιδηροδρόμων ως προς το είδος, το χρονικό ορίζοντα και τη περιοχή ευθύνης, καθώς 

και ο τρόπος σχεδιασμού του προγραμματισμού σιδηροδρομικού υλικού που 

εφαρμόζεται από τον κρατικό διαχειριστή επιβατικού κοινού στις σιδηροδρομικές 

μεταφορές NS (Nederlandse Spoorwegen) στην Ολλανδία. Επίσης, αναφέρονται 

διάφορες επιστημονικές εργασίες που σκοπό έχουν την επίλυση προβλημάτων των 

σιδηροδρόμων. 
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Στην συνέχεια, παρουσιάζονται μια σειρά μοντέλων για τον τακτικό 

προγραμματισμό σιδηροδρομικού υλικού. Τα μοντέλα περιλαμβάνουν ένα βασικό 

μοντέλο και διάφορες επεκτάσεις του. Η κάθε επέκταση έχει σκοπό να καλύψει μια 

επιπλέον ανάγκη. Επίσης, παρουσιάζεται μία τροποποίηση του βασικού μοντέλου με 

σκοπό τη γρηγορότερη επίλυση και την άμεση παραγωγή ακεραίων λύσεων. Επίσης, 

παρουσιάζεται ένα μοντέλο που καλύπτει ένα συγκεκριμένο πρόβλημα για τις ανάγκες 

της ομάδας γραμμών Noord – Oost για την εταιρία NS (Nederlandse Spoorwegen). 

Τέλος, παρουσιάζεται το βασικό μοντέλο, το οποίο έχει στόχο να βελτιστοποιήσει 

την ποιότητα των υπηρεσιών, μειώνοντας όσο το δυνατόν περισσότερο τις ελλείψεις στις 

θέσεις.  Επίσης, παρουσιάζεται μία μέθοδος εκτίμησης της αναμενόμενης ζήτησης μίας 

διαδρομής για μία συγκεκριμένη κλάση θέσεων, μια συγκεκριμένη ημέρα της εβδομάδος 

και μία συγκεκριμένη εποχή του χρόνου. 

 

Linear programming; Mixed Integer Programming; Dantzig – Wolfe decomposition; 

Branch and Price; Column Generation; Nederlandse Spoorwegen; Poisson regression 
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I. Εισαγωγή 

i. Ο σκοπός της εργασίας 

Σκοπός της εργασίας είναι ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού 

υλικού για ένα σύνολο δρομολογίων και για ένα σύνολο σιδηροδρομικών 

οχημάτων, δηλαδή ποια πρέπει να είναι η σύνθεση των σιδηροδρομικών 

οχημάτων, έτσι ώστε να βελτιστοποιείται η ποιότητα της εξυπηρέτησης των 

επιβατών, σε τακτικό επίπεδο, δηλαδή για κάθε μία μέρα μιας τυπικής εβδομάδας. 

ii. Βασικές έννοιες 

i. Ο οργανισμός NSR 

O NSR (NS επιβάτες) είναι κλάδος του κρατικού οργανισμού, NS 

(Nederlandse Spoorwegen), ο οποίος είναι ο μεγαλύτερος διαχειριστής επιβατικού 

κοινού στις σιδηροδρομικές μεταφορές στην Ολλανδία. Ο NSR σχεδιάζει το 

χρονοδιάγραμμα, προγραμματίζει το σιδηροδρομικό υλικό και κάνει τη 

διαχείριση του προσωπικού. Ο τρόπος σκέψης της επίλυσης των προβλημάτων, τα 

προβλήματα και οι υποθέσεις των μοντέλων που παρουσιάζονται παρακάτω είναι 

για τις ανάγκες των προβλημάτων του NSR, κυρίως για την ομάδα γραμμών 

Noord – Oost, όπου είναι ένα σύστημα διασυνδεδεμένων γραμμών. 

 

ii. Τα προβλήματα των σιδηροδρόμων 

 

Τα είδη των προβλημάτων των σιδηροδρόμων 

Ο NSR κατηγοριοποιεί τα προβλήματα των σιδηροδρόμων στα παρακάτω 

είδη: 

1. Καθορισμός του χρονοδιαγράμματος 
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2. Προγραμματισμός σιδηροδρομικού υλικού 

3. Διαχείριση προσωπικού 

 

Καθορισμός του χρονοδιαγράμματος 

Στο χρονοδιάγραμμα ορίζονται όλα τα δρομολόγια. Για κάθε δρομολόγιο 

προσδιορίζονται: 

• Οι σταθμοί αναχώρησης και άφιξης. 

• Οι ενδιάμεσοι σταθμοί. 

• Οι σιδηροδρομικές γράμμες από τις οποίες θα εκτελεστεί. 

•  Ο χρόνος αναχώρησης. 

•  Ο χρόνος άφιξης.  

• Οι πλατφόρμες των σταθμών, οι οποίες θα 

χρησιμοποιηθούν από το σιδηροδρομικό όχημα.  

• Αν ο σκοπός του σιδηροδρομικού οχήματος είναι να 

μεταφέρει επιβάτες ή είναι άδειο με σκοπό κάποια άλλη 

υπηρεσία. 

 

Τα προβλήματα των σιδηροδρόμων ως προς τον χρονικό ορίζοντα 

Ο NSR χαρακτηρίζει τα προβλήματα σιδηροδρόμων αναφορικά με τον 

χρονικό ορίζοντα ως: 

1. Στρατηγικά 

2. Τακτικά 

3. Λειτουργικά 
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4. Βραχυπρόθεσμα 

 

• Στα στρατηγικά προβλήματα ο χρονικός ορίζοντας είναι πολλά 

χρόνια ή δεκαετίες.  

• Στα τακτικά προβλήματα ο χρονικός ορίζοντας είναι μεταξύ 2 

μηνών και ενός έτους.  

• Στα λειτουργικά προβλήματα ο χρονικός ορίζοντας είναι μεταξύ 3 

ημερών και 2 μηνών.  

• Στα βραχυπρόθεσμα προβλήματα ο χρονικός ορίζοντας είναι το 

πολύ μέχρι 3 ημέρες.  

Ζήτουμενο των στρατηγικών προβλημάτων είναι η ποσότητα του 

σιδηροδρομικού υλικού που θα χρειαστεί τα επόμενα χρόνια ή δεκαετίες, ενώ τα 

προβλήματα των άλλων κατηγοριών έχουν σχέση με τη διαχείριση του 

διαθεσίμου σιδηροδρομικού υλικού. Καθώς ο χρονικός ορίζοντας γίνεται πιο 

μικρός ο σχεδιασμός γίνεται πιο λεπτομερής.  

 

Τα επίπεδα του σχεδιασμού των προβλημάτων 

Ο NSR θέτει δύο επίπεδα σχεδιασμού προβλημάτων τα οποία είναι: 

• Κεντρικός σχεδιασμός 

• Τοπικός σχεδιασμός 

Οι αποφάσεις του κεντρικού σχεδιασμού καλύπτουν ολόκληρο το 

σιδηροδρομικό δίκτυο ενώ οι αποφάσεις του τοπικού σχεδιασμού αφορούν μόνο 

ένα συγκεκριμένο σταθμό. Για τον κεντρικό σχεδιασμό υπεύθυνο είναι το τμήμα 

Logistics του NSR, ενώ για το τοπικό σχεδιασμό υπεύθυνοι είναι ο οργανισμός 

ελέγχου μεταφορών (TBO) καθώς και οι διαχειριστές της περιβόλου του σταθμού.  
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iii. Προγραμματισμός σιδηροδρομικού υλικού 

Η διαχείριση του σιδηροδρομικού υλικού διακρίνεται στον προσδιορισμό της 

ποσότητας του σιδηροδρομικού υλικού και στη διαχείριση της χρήσης του 

σιδηροδρομικού υλικού. 

1. Προγραμματισμός της αναγκαίας ποσότητας του σιδηροδρομικού 

υλικού 

Εκτιμά το πλήθος των σιδηροδρομικών μηχανών, των τύπων των 

βαγονιών και του πλήθους των βαγονιών ανά τύπο που χρειάζονται για 

μία μελλοντική χρονική περίοδο. 

2. Προγραμματισμός της χρήσης του σιδηροδρομικού υλικού 

• Δεδομένου του διαθεσίμου σιδηροδρομικού υλικού και του συνόλου 

των δρομολογίων σε μία χρονική περίοδο (ημέρα), για κάθε 

δρομολόγιο καθορίζεται το πλήθος των σιδηροδρομικών οχημάτων 

που το εκτελούν και για κάθε σιδηροδρομικό όχημα ορίζεται το 

πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων που το αποτελούν, για κάθε 

σιδηροδρομική μονάδα το πλήθος των βαγονιών που την αποτελούν 

και για κάθε βαγόνι της κάθε σιδηροδρομικής μονάδας ορίζεται ο 

τύπος του και η θέση του στη σιδηροδρομική μονάδα. Επίσης, ορίζεται 

και η διάταξη των σιδηροδρομικών μονάδων.     

   Ως σιδηροδρομική μονάδα ορίζεται ένα σύνολο 

από σιδηροδρομικό υλικό, το οποίο μπορεί να εκτελέσει δρομολόγιο. 

Αποτελείται από σιδηροδρομικά βαγόνια, σιδηροδρομικές μηχανές και 

το πρώτο και τελευταίο σιδηροδρομικό βαγόνι διαθέτουν καμπίνα 

οδηγού.   Ένα σιδηροδρομικό όχημα μπορεί να 

αποτελείται από μία σιδηροδρομική μονάδα ή από την σύζευξη δύο ή 

περισσοτέρων σιδηροδρομικών μονάδων.     

   Ένα δρομολόγιο εκτελείται από ένα ή περισσότερα 

σιδηροδρομικά οχήματα. Στην περίπτωση που χρησιμοποιούνται 

περισσότερα του ενός σιδηροδρομικά οχήματα τότε κάθε ένα εκτελεί 
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ένα κομμάτι του δρομολογίου (σύνολο σταθμών), το οποίο καλείται 

ταξίδι (trip). Η έννοια αυτή χρησιμοποιείται στο τακτικό σχεδιασμό. 

     Στο τέλος του κάθε ταξιδιού το 

σιδηροδρομικό όχημα κατευθύνεται στο περίβολο μετατροπής 

(shunting yard) και μετατρέπεται. Με την μετατροπή αυτή είτε 

παράγεται ένα καινούργιο όχημα το οποίο καλείται διάδοχο όχημα και 

συνεχίζει το δρομολόγιο ή δύο καινούργια οχήματα τα οποία 

καλούνται διάδοχα και το ένα από αυτά συνεχίζει το δρομολόγιο ενώ 

το άλλο συνεχίζει ένα άλλο δρομολόγιο.     

 Επίσης στην περίπτωση του ενός διαδόχου οχήματος αν η σύζευξη 

γίνεται από δύο σιδηροδρομικά οχήματα που μόλις έφτασαν στον 

σταθμό τότε λέγεται ότι το διάδοχο όχημα έχει δύο προκάτοχα 

οχήματα, ενώ αν η σύζευξη γίνεται από το όχημα που μόλις έφθασε 

και από τις σιδηροδρομικές μονάδες που υπάρχουν στον σταθμό τότε 

λέγεται ότι το διάδοχο όχημα έχει ένα προκάτοχο οχήμα.   

   Για την μετατροπή ισχύει ο περιορισμός ότι μπορεί 

να γίνει μόνο σύζευξη των μονάδων ή μόνο διάζευξη. Επιπλέον, μη 

προβλεπόμενες μετατροπές αποφεύγονται ή απαγορεύονται για να μην 

οδηγήσουν σε δυσλειτουργίες του διαδόχου οχήματος και 

καθυστερήσεις σε δρομολόγια. 

• Η διαχείριση του δρομολογίου πρέπει να είναι τέτοια ώστε να 

ικανοποιείται, η αρχή της απαιτούμενης συνέχειας (Continuity 

requirement) σύμφωνα με την οποία τουλάχιστον μία σιδηροδρομική 

μονάδα καλύπτει όλο το δρομολόγιο. Αυτό εξασφαλίζει ότι αν κάποιος 

επιβιβαστεί από την αρχή του δρομολογίου και επιθυμεί να 

αποβιβαστεί στον τερματικό σταθμό να μην χρειάζεται να αλλάξει 

θέση. 

• Η διαχείριση πρέπει να είναι τέτοια ώστε το μήκος του κάθε 

σιδηροδρομικού οχήματος που εκτελεί το δρομολόγιο να ικανοποιεί 

ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο όριο. Το μέγιστο όριο ορίζεται από τις 

πλατφόρμες επιβίβασης – αποβίβασης των σταθμών που θα περάσει 

και το ελάχιστο όριο από τη επιβατική ζήτηση.   
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•  Η διαχείριση πρέπει να είναι τέτοια ώστε οι μετατροπές που γίνονται 

σε κάθε σταθμό να λαμβάνουν υπόψη το μέγιστο όριο 

χωρητικότητας και το απόθεμα του σταθμού σε σιδηροδρομικές 

μονάδες ώστε να υπάρχει χώρος ώστε το συγκεκριμένο σιδηροδρομικό 

όχημα την συγκεκριμένη χρονική περίοδο να μπορεί να μετατραπεί. 

Επίσης, στην πράξη η χωρητικότητα είναι τέτοια ώστε να είναι εφικτό 

μέχρι δύο σιδηροδρομικές μονάδες να μπορούν να συνδεθούν ή να 

αποσυνδεθούν. 

• Η διαχείριση πρέπει να είναι τέτοια ώστε να ικανοποιείται ο 

περιορισμός, στον οποίο για κάθε σταθμό και για δύο διαδοχικές 

χρονικές περιόδους (ημέρες) πρέπει οι σιδηροδρομικές μονάδες του 

σταθμού στο τέλος της μίας χρονικής περιόδου  (ημέρας) να είναι ίδιες 

με τις σιδηροδρομικές μονάδες του σταθμού στην αρχή της επόμενης 

χρονικής περιόδου (ημέρας). Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιμο για τις 

διαδοχικές ημέρες που η επιβατική ζήτηση αναμένεται να είναι η ίδια 

(Τρίτη, Τετάρτη και Πέμπτη). 

 

 

iv.  Η συμβολή της επιχειρησιακής έρευνας στην επίλυση 

προβλημάτων των σιδηροδρόμων 

Ορισμένες έρευνες επιχειρησιακής ανάλυσης για την επίλυση προβλημάτων 

επιχειρησιακής ανάλυσης είναι οι παρακάτω: 

1. Οι Assad [2]  και Cordeau [3] ερεύνησαν για το προγραμματισμό όλων 

των ειδών προβλημάτων σιδηροδρόμων (από προβλήματα 

σιδηροδρομικών υποδομών μέχρι προβλήματα σχετικά με το επιβατικό 

κοινό και τη μεταφορά των εμπορευμάτων). 

2. Ο Huisman [4] ερεύνησε τη σιδηροδρομική μεταφορά των επιβατών με 

μεθόδους επιχειρησιακής ανάλυσης. 
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3. Οι Bussiek [5], Scholl [6] και Scholl [7] ερεύνησαν το πως να 

διευκολύνουν όσο το δυνατόν καλύτερα τους επιβάτες, έτσι ώστε να 

ελαχιστοποιηθεί η πιθανότητα να αλλάζει ο επιβάτης σιδηροδρομικές 

γραμμές για να μεταβεί από ένα σταθμό σε ένα άλλο. Ως σιδηροδρομική 

γραμμή, ορίζεται το σύνολο των σταθμών οι οποίοι μεσολαβούν για τη 

μετάβαση από  ένα τερματικό σταθμό σε έναν άλλο. 

4.  Ο Van Dijk [8] ανέπτυξε ένα μοντέλο στρατηγικής διαχείρισης του 

προσωπικού.  

5. Ο Peeters [9] έκανε βελτιστοποίηση του τακτικού κυκλικού 

χρονοδιαγράμματος στο σιδηρόδρομο. Για το πρόβλημα αυτό έχει 

αναπτυχθεί το λογισμικό DONS. Επίσης, το λογισμικό προσομοίωσης 

SIMONE για να αναλύσει τη ευαισθησία των χρονοδιαγραμμάτων από 

καθυστερήσεις. Οι Vromans and Kroon [10] και Vromans [11] 

βελτιστοποίησαν την ανθεκτικότητα των χρονοδιαγραμμάτων μέσω 

ποσοτικών μεθόδων.   

6. O Abbink [12] περιέγραψε ένα μοντέλο επιχειρησιακής έρευνας για το 

τακτικό καταμερισμό του σιδηροδρομικού υλικού στις σιδηροδρομικές 

γραμμές. Το μοντέλο αυτό κατανέμει το σιδηροδρομικό υλικό με στόχο 

την ελαχιστοποίηση των ελλείψεων θέσεων στις ώρες αιχμής και να 

ελαχιστοποιήσει τον αριθμό των διαφορετικών τύπων ανά γραμμή. Για το 

πρόβλημα αυτό έχουν ασχοληθεί οι Schrijver [13], Ben – Khedher [14], 

Brucker [15], Cordeau [16], [17], Alfieri [18], Lingaya [19] και Peeters 

and Kroon [20]. 

Ο Shrijver [21] ασχολήθηκε με το πρόβλημα της ελαχιστοποίησης 

του αριθμού των βαγονιών που χρειάζονται ώστε να ικανοποιηθεί η 

ζήτηση του επιβατικού κοινού για μία σιδηροδρομική γραμμή και για μία 

μέρα. Η μέθοδος υπολογίζει τον αριθμό των βαγονιών αδιαφορώντας για 

την διάταξη τους. Επίσης, η μέθοδος δεν ασχολείται με τις ελλείψεις των 

θέσεων ούτε με τον αριθμό των μετατροπών για τη σύνθεση του 

σιδηροδρομικού οχήματος. Το πρόβλημα είναι πρόβλημα μικτού 

ακεραίου προγραμματισμού (MIP – Mixed Integer Programming) και οι 
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λύσεις του βρίσκονται μέσω ειδικών εμπορικών λογισμικών.  

      Οι  Groot [22] και Alfieri [18] 

ασχολήθηκαν με το τρόπο χρήσης του σιδηροδρομικού υλικού για μία 

μέρα και μία σιδηροδρομική γραμμή δεδομένου ότι χρησιμοποιούνται 

βαγόνια διαφορετικών τύπων. Η μέθοδος ασχολείται και για την διάταξη 

των βαγονιών στο σιδηροδρομικό όχημα. Αντικειμενικός στόχος είναι η 

αποτελεσματικότατη χρήση του σιδηροδρομικού υλικού δεδομένου ότι η 

ζήτηση του επιβατικού κοινού ικανοποιείται έτσι ώστε να μην υπάρχουν 

ελλείψεις στις θέσεις. Η μέθοδος δεν ασχολείται με την ελαχιστοποίηση 

του αριθμού των μετατροπών για τη σύνθεση του σιδηροδρομικού 

οχήματος. Για την επίλυση του προβλήματος το πρόβλημα αναλύεται σε 

υποπροβλήματα των οποίων οι λύσεις περιορίζουν το μέγεθος του 

προβλήματος και καθιστούν πιο εύκολη την επίλυση του από ειδικά 

εμπορικά λογισμικά προβλημάτων μικτού ακεραίου προγραμματισμού 

(MIP – Mixed Integer Programming).     

 Ο  Van Montfort [23] ασχολήθηκε με τον προγραμματισμό των 

ρυμουλκούμενων βαγονιών, με σκοπό την πιο αποτελεσματική χρήση του 

σιδηροδρομικού υλικού με τα λιγότερο δυνατόν βαγόνια (είναι δύο 

κατηγοριών, πρώτης και δεύτερης κατηγορίας) δεδομένου ότι η ζήτηση 

του επιβατικού κοινού ικανοποιείται. Η μέθοδος ασχολείται και για την 

διάταξη των βαγονιών στο σιδηροδρομικό όχημα. Η επίλυση του 

προβλήματος γίνεται από ειδικά εμπορικά λογισμικά προβλημάτων 

μικτού ακεραίου προγραμματισμού (MIP – Mixed Integer Programming). 

   Οι Peeters and Kroon [20] ασχολήθηκαν με το 

προγραμματισμό του σιδηροδρομικού υλικού δεδομένου του 

χρονοδιαγράμματος και της επιβατικής ζήτησης. Αντικειμενικός στόχος 

είναι η ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης με ορίσματα, το λειτουργικό 

κόστος , την έλλειψη θέσεων και τη ανθεκτικότητα. Το μοντέλο υποθέτει 

ότι δεν γίνονται ενώσεις ή διασπάσεις σιδηροδρομικών μονάδων. Το 

πρόβλημα λύνεται με τον αλγόριθμο Dantzig –Wolfe decomposition και 

στην συνέχεια η ακέραια λύση δίνεται με τη μέθοδο Branch and Price.  
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Ο Brucker [15] ασχολήθηκε με το πρόβλημα της δρομολόγησης 

των σιδηροδρομικών βαγονιών μέσω ενός σιδηροδρομικού δικτύου. Ο 

αντικειμενικός στόχος είναι να ελαχιστοποιηθεί μία μη γραμμική 

συνάρτηση του κόστους δεδομένου ότι ικανοποιείται η επιβατική ζήτηση. 

Η λύση δίνεται μέσω του αλγορίθμου simulated annealing.   

   

Ο Ben – Khedher [14] ασχολήθηκε με τη τοποθέτηση μονάδων 

σιδηροδρομικού υλικού σε γαλλικά σιδηροδρομικά τραίνα TGV. Τα 

σιδηροδρομικά οχήματα αποτελούνται το πολύ από δύο σιδηροδρομικές 

μονάδες. Ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού υλικού είναι 

βραχυχρόνιος και βασίζεται στην προηγούμενη επιβατική ζήτηση. 

Αντικειμενικός στόχος είναι να μεγιστοποιηθεί το αναμενόμενο κέρδος. 

Το πρόβλημα λύνεται με χρήση των μεθόδων της στοχαστικής 

βελτιστοποίησης, της column generation και της branch and bound.    

       Ο Cordeau [16] 

ασχολήθηκε με το προγραμματισμό σιδηροδρομικών μηχανών και 

βαγονιών. Το πρόβλημα καταλήγει σε ένα μεγάλο πρόβλημα μικτού 

ακεραίου γραμμικού προγραμματισμού το οποίο λύνεται με τη χρήση της 

μεθόδου Benders decomposition. Ο Cordeau [17] επέκτεινε το μοντέλο 

του, ώστε να περιλαμβάνει και τη συντήρηση του σιδηροδρομικού 

υλικού. Για τη λύση του προβλήματος χρησιμοποιείται η μέθοδος column 

generation και στη συνέχεια μία τροποποίηση του αλγορίθμου branch and 

bound. Ο Cordeau δεν ασχολήθηκε με τη διάταξη των βαγονιών στο 

σχηματισμό της σιδηροδρομικής μονάδας.      

   Ο Lingaya [19] κατεσκεύασε μοντέλο 

επιχειρησιακής διαχείρισης ρυμουλκούμενων σιδηροδρομικών βαγονιών. 

Λαμβάνει υπόψιν την διάταξη των βαγονιών, δεν ασχολείται με τη 

διαδικασία σύνδεσης – αποσύνδεσης των σιδηροδρομικών μονάδων και 

δεν ενδιαφέρεται να ελαχιστοποιήσει τον αριθμό των αλλαγών που 

χρειάζονται για την σύνδεση – αποσύνδεση των σιδηροδρομικών 

μονάδων. Ασχολήθηκε με τη συντήρηση του σιδηροδρομικού υλικού και 
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δεν ενδιαφέρεται να ελαχιστοποιήσει την έλλειψη των θέσεων. Το 

πρόβλημα λύνεται με τον αλγόριθμο Dantzig –Wolfe decomposition. 

7.  Ο Barnhart [24], [25] στον τακτικό προγραμματισμό του προσωπικού, 

ασχολήθηκε με το πρόβλημα σε κάποιο εργαζόμενο να γίνει η ανάθεση 

ενός καθήκοντος, το οποίο είναι ένα πρόβλημα που λύνεται ως πρόβλημα 

γραμμικού προγραμματισμού με χαλάρωση και στην συνέχεια η ακέραια 

λύση δίνεται με τη μέθοδο Branch and Price και αντικειμενικό στόχο την 

ελαχιστοποίηση του κόστους. Για το πρόβλημα αυτό ένα πολύ πρακτικό 

αλγόριθμο ανέπτυξε ο Caprara [26] και βάση του αλγορίθμου αυτού έχει 

αναπτυχθεί το λογισμικό TURNI. Επιπλέον λογισμικά είναι τα CARMEN 

και TRACKS II. Οι Kohl and Karish [28] και οι Caprara [27] και Sodhi 

[29] ερεύνησαν το πρόβλημα της σύνθεσης του προσωπικού. 

8.  Στον βραχυχρόνιο προγραμματισμό οι Suhl and Mellouli [30], οι Shen 

and Wilson [31] και ο Suhl [32] ερεύνησαν τη διαχείριση του συστήματος 

δημοσίας μεταφοράς.  

9.  Στον βραχυχρόνιο προγραμματισμό οι Feo and Bard [33], ο Clarke [34], ο 

Barnhart [25], οι Gopalan και Talluri [35], ο Talluri [36], ο Anderegg [37] 

και ο Lingaya [19] ασχολήθηκαν με τον προγραμματισμό της συντήρησης 

των οχημάτων. 
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II. Γενική μέθοδος επίλυσης προβλημάτων στο 

τακτικό προγραμματισμό σιδηροδρομικού υλικού 

 

i.  Επιχειρησιακή έρευνα και προγραμματισμός 

σιδηροδρομικού υλικού  

 

Οι μέθοδοι της επιχειρησιακής έρευνας δίνουν λύσεις για το 

προγραμματισμό σιδηροδρομικού υλικού με σκοπό τη ελαχιστοποίηση μιας 

αντικειμενικής συναρτήσεως.        

   Η αντικειμενική συνάρτηση εξαρτάται από ένα ή 

περισσότερους παράγοντες που καθορίζουν το προγραμματισμό του 

σιδηροδρομικού υλικού.     Η αντικειμενική συνάρτηση 

ελαχιστοποιείται υπό κάποιους περιορισμούς στο πλαίσιο του μοντέλου που 

καλείται μοντέλο σύνθεσης (Composition model), το οποίο είναι ένα πρόβλημα 

γραμμικού προγραμματισμού. Οι λύσεις του προβλήματος δίνουν το πως πρέπει 

να γίνει ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού υλικού.   Το μοντέλο 

αυτό αναφέρεται από τον Maróti [1] και έχει εφαρμοστεί από την κρατική 

εταιρεία Nederlandse Spoorwegen που είναι ο κύριος διαχειριστής του επιβατικού 

σιδηροδρόμου της Ολλανδίας, και πιο συγκεκριμένα από το παρακλάδι της 

Nederlandse Spoorwegen την εταιρεία Nederlandse Spoorwegen Reizigers της 

οποίας μία από τις ευθύνες είναι ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού υλικού.  

 Παρακάτω αναλύονται λεπτομερώς οι καθοριστικοί παράγοντες της 

αντικειμενικής συναρτήσεως, η αντικειμενική συνάρτηση και το μοντέλο 

σύνθεσης.  
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ii. Καθοριστικοί παράγοντες στον προγραμματισμό 

του σιδηροδρομικού υλικού 

Ο Maróti [1] αναφέρει ότι ο αντικειμενικος στόχος στον προγραμματισμό του 

σιδηροδρομικού υλικού είναι η ελαχιστοποίηση μίας συναρτήσεως η οποία 

εξαρτάται από τους τρεις παρακάτω παράγοντες: 

Αποτελεσματικότητα 

Η αποτελεσματικότητα στον προγραμματισμό του σιδηροδρομικού 

υλικού, εκφράζεται μειώνοντας τα λειτουργικά εξόδα. Αυτό γίνεται 

ελαχιστοποιώντας μια συνάρτηση που εξαρτάται από τον αριθμό των 

βαγονιών και των χιλιομέτρων. Για το μοντέλο σύνθεσης που 

χρησιμοποιείται για την εύρεση των βέλτιστων συνθέσεων των 

σιδηροδρομικών οχημάτων που εκτελούν ένα σύνολο δρομολογίων 

(Composition model), η μεταβλητή N, που αντιστοιχεί στο μέγεθος της 

αποτελεσματικότητας, καλείται αριθμός των βαγονιών – χιλιομέτρων 

(carriage – kilometers) και ορίζεται ως το παρακάτω άθροισμα: 

                           ∑ ∑
∈ ∈

⋅⋅=
Tt Mm

mtmt NcdN ,  

Όπου  

• T , από τη λέξη Trips, είναι το σύνολο των ταξιδιών 

(trips) ενός συνόλου δρομολογίων. 

•  td , από τη λέξη distance, τα χιλιόμετρα του ταξιδιού t . 

• mtN , , από τη λέξη Number,  το πλήθος των 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m  του ταξιδιού t . 

• mc , από τη λέξη carriages,  το πλήθος των βαγονιών 

μιας σιδηροδρομικής μονάδας τύπου m . 
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• M  είναι το σύνολο όλων των τύπων των 

σιδηροδρομικών μονάδων. 

Επομένως, το άθροισμα ∑
∈

⋅
Mm

mtm Nc , είναι ο αριθμός των βαγονιών 

του σιδηροδρομικού οχήματος που εκτελεί το ταξίδι t  του δρομολογίου,  

το γινόμενο ∑
∈

⋅⋅
Mm

mtmt Ncd ,  είναι το γινόμενο των χιλιομέτρων του 

ταξιδιού t  επί τον αριθμό των βαγονιών του σιδηροδρομικού οχήματος 

του ταξιδιού t , όπου το γινόμενο αυτό καλείται αριθμός των βαγονιών – 

χιλιομέτρων του ταξιδιού t . 

Άρα το N  είναι ο συνολικός αριθμός των βαγονιών – χιλιομέτρων 

για όλα τα ταξίδια t  του συνόλου των δρομολογίων. 

Εφόσον, όσο μεγαλύτερο το πλήθος των βαγονιών, τόσο υψηλότερα τα 

λειτουργικά έξοδα και όσο μεγαλύτερη η απόσταση του ταξιδιού τόσο 

υψηλότερα τα λειτουργικά έξοδα και τα έξοδα συντήρησης και άρα όσο 

μεγαλύτερος ο αριθμός N  τόσο υψηλότερα τα έξοδα. Με βάση το Ν 

επιλέγονται οι συνθέσεις των σιδηροδρομικών οχημάτων που εκτελούν τα 

δρομολόγια. 

 Επομένως, οσο πιο μικρό μπορεί να γίνει το N  τόσο πιο 

αποτελεσματικός είναι ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού 

υλικού. 
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Ποιότητα 

Η ποιότητα των υπηρεσιών που προσφέρονται στους επιβάτες 

εξασφαλίζεται ελαχιστοποιώντας το φαινομένο της έλλειψης θέσεων. 

Αυτό είναι πιο σημαντικό σε ταξίδια σχετικά μεγάλων αποστάσεων. Για 

το μοντέλο σύνθεσης που χρησιμοποιείται για την εύρεση των βέλτιστων 

συνθέσεων των σιδηροδρομικών οχημάτων που εκτελούν ένα δρομολόγιο 

(Composition model), η μεταβλητή X,  που αντιστοιχεί στο μέγεθος της 

ποιότητας, καλείται αριθμός των έλλειψεων θέσεων – χιλιομέτρων (seat - 

shortages  kilometers) και ορίζεται ως το παρακάτω άθροισμα: 

                           
( )∑ ∑ ∑

∈ ∈ ∈

⋅⋅=
Tt Pp Cc

cpttt
t

spIdX ,,  

Όπου, 

• T  είναι το σύνολο των ταξιδιών (trips) του συνόλου 

των δρομολογίων. 

•  td  τα χιλιόμετρα του ταξιδιού t . 

• tP  το σύνολο όλων των δυνατών συνθέσεων του 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι t . 

•  ( )pI t  είναι η δείκτρια συνάρτηση που παίρνει τιμή 1, 

εάν στο ταξιδί t  το σιδηροδρομικό όχημα έχει τη 

σύνθεση p  και παίρνει τιμή 0, εάν στο ταξιδί t  το 

σιδηροδρομικό όχημα δεν έχει τη σύνθεση p . 

• C , από τη λέξη class, είναι το σύνολο των κατηγοριών 

των επιβατικών θέσεων.   

• cpts ,, , από τη λέξη seat, είναι το αναμενόμενο πλήθος 

σε έλλειψη θέσεων για τη κατηγορία θέσεων c , όταν το 

σιδηροδρομικό όχημα έχει τη σύνθεση p  και διανύει 

το ταξίδι t . 
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Επομένως, το άθροισμα ∑
∈Cc

cpts ,,  είναι το συνολικό αναμενόμενο 

πλήθος σε έλλειψη θέσεων για όλες τις κατηγορίες όταν το σιδηροδρομικό 

όχημα έχει τη σύνθεση p  και διανύει το ταξίδι t .     

 Επίσης, αν υποτεθεί ότι για το ταξίδι t  επιλέχθηκε για το 

σιδηροδρομικό όχημα η σύνθεση chp , τότε το άθροισμα 

∑
∈

=
Cc

cptch ch
sS ,,  είναι το συνολικό αναμενόμενο πλήθος των σε έλλειψη 

θέσεων για όλες τις κατηγορίες του επιλεγόμενου σιδηροδρομικού 

οχήματος και τότε αν chpp =  τότε ( ) 1=pI t , ενώ αν chpp ≠  τότε 

( ) 0=pI t  και άρα ισχύει ότι ( ) ch
Cc

cpt
Pp Cc

cptt SsspI
ch

t

==⋅ ∑∑ ∑
∈∈ ∈

,,,, , δηλαδή το 

άθροισμα ( )∑ ∑
∈ ∈

⋅
tPp Cc

cptt spI ,,  είναι το συνολικό αναμενόμενο πλήθος σε 

έλλειψη θέσεων για όλες τις κατηγορίες του επιλεγόμενου 

σιδηροδρομικού οχήματος.     Άρα το 

γινόμενο ( )∑ ∑
∈ ∈

⋅⋅
tPp Cc

cpttt spId ,,  είναι το γινόμενο των χιλιομέτρων του 

ταξιδιού t  επί το συνολικό αναμενόμενο πλήθος σε έλλειψη θέσεων για 

όλες τις κατηγορίες του επιλεγόμενου σιδηροδρομικού οχήματος και το 

γινόμενο αυτό καλείται αριθμός των ελλείψεων θέσεων – χιλιομέτρων 

(seat - shortages  kilometers) του ταξιδιού t .     

 Επομένως, το X  είναι ο συνολικός αριθμός των ελλείψεων θέσεων 

– χιλιομέτρων για όλα τα ταξίδια t  του συνόλου των δρομολογίων. 

Εφόσον, όσο μεγαλύτερο το συνολικό αναμενόμενο πλήθος σε 

έλλειψη θέσεων για όλες τις κατηγορίες του επιλεγόμενου 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι t , τόσο χειρότερη η ποιότητα των 

υπηρεσιών και αν η απόσταση του ταξιδιού είναι μεγάλη τότε το 

φαινόμενο έλλειψης θέσεων έχει μεγάλη σημασία και άρα όσο μεγαλύτερο 

είναι td  για το ταξίδι t  τόσο μεγαλύτερη είναι ποσότητα 

( )∑ ∑
∈ ∈

⋅⋅
tPp Cc

cpttt spId ,,  και άρα τόσο χειρότερη η ποιότητα των υπηρεσιών. 

Επομένως, όσο μεγαλύτερο είναι το X  τόσο πιο χειρότερη είναι η 
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ποιότητα των υπηρεσιών. Με βάση το X  επιλέγονται οι συνθέσεις των 

σιδηροδρομικών οχημάτων που εκτελούν τα δρομολόγια. 

Επομένως, οσο πιο μικρό μπορεί να γίνει το X  τόσο πιο 

ποιοτικός είναι ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού υλικού. 

 

Αξιοπιστία 

Η αξιοπιστία ή ανθεκτικότητα των υπηρεσιών που προσφέρονται στους 

επιβάτες, η οποία καθορίζει τη πιθανότητα να συμβούν καθυστερήσεις, το 

μέγεθος των καθυστερήσεων και τη πιθανότητα να επηρεαστούν άλλα 

δρομολόγια από τις καθυστερήσεις αυτές. Η αξιοπιστία επιτυγχάνεται 

μειώνοντας τον αριθμό των αλλαγών που γίνονται για τη σύνθεση ή 

αποσύνθεση του μεταφορικού μέσου. Από τα παραπάνω αν υποτεθεί ότι 

στην πράξη η χωρητικότητα είναι τέτοια ώστε να είναι εφικτό μέχρι δύο 

σιδηροδρομικές μονάδες να μπορούν να συνδεθούν ή να αποσυνδεθούν 

και ότι για κάθε μετατροπή ισχύει ο περιορισμός ότι μπορεί να γίνει μόνο 

σύζευξη των μονάδων ή μόνο διάζευξη, τότε συνεπάγεται ότι :   

Συμπέρασμα 1.: Το πλήθος των βαγονιών του 

σιδηροδρομικού ταξιδιού t  δεν ισούται με το πλήθος  των 

βαγονιών του επόμενου ταξιδιού, εφόσον δεν δύναται να 

συμβούν ταυτοχρόνως και σύζευξη και διάζευξη. 

Συμπέρασμα 2.:       

• Σε περίπτωση συζεύξεως, το πολύ να συνδεθούν 

δύο σιδηροδρομικές μονάδες και άρα ο μέγιστος 

αριθμός συνδέσεων είναι μία.  

• Σε περίπτωση διαζεύξεως, για το σιδηροδρομικό 

όχημα του ταξιδιού t , το πολύ να αποσυνδεθούν 

δύο σιδηροδρομικές μονάδες, και άρα ο μέγιστος 

αριθμός αποσυνδέσεων είναι μία, εφόσον η 
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χωρητικότητα επιτρέπει μέχρι δύο σιδηροδρομικές 

μονάδες. 

Επομένως, συμπεραίνεται ότι όταν γίνεται 

μετατροπή σιδηροδρομικών οχημάτων τότε 

συμβαίνει μία αλλαγή. 

Για το μοντέλο σύνθεσης που χρησιμοποιείται για την εύρεση των 

βέλτιστων συνθέσεων των σιδηροδρομικών οχημάτων που εκτελούν ένα 

δρομολόγιο (Composition model), η μεταβλητή Z,  που αντιστοιχεί στο 

μέγεθος της αξιοπιστίας, καλείται συνολικό πλήθος των αλλαγών των 

μετατροπών του δρομολογίου και ορίζεται ως το παρακάτω άθροισμα: 

( )
( )

∑ ∑
∞−∈ ∈′

′=
TTt Gpp

t
t

ppIZ
,

,
 

Όπου, 

• T  είναι το σύνολο των ταξιδιών (trips) του συνόλου 

των δρομολογίων. 

• ∞T  είναι το σύνολο των ταξιδίων στο οποίο κάθε ένα 

ταξίδι δεν έχει διάδοχο ταξίδι. 

• ∞− TT  είναι το σύνολο με τα ταξίδια (trips) των 

δρομολογίων εκτός του συνόλου των ταξιδίων στο 

οποίο κάθε ένα ταξίδι δεν έχει διάδοχο ταξίδι. 

• Μια μετατροπή μπορεί να περιγραφεί μέσω του ζεύγους 

( )pp ′, , όπου p  είναι η σύνθεση του σιδηροδρομικού 

οχήματος του ταξιδιού t  του δρομολογίου, και p′  είναι 

η σύνθεση του σιδηροδρομικού οχήματος του επόμενου 

ταξιδιού του δρομολογίου.  

• tG  το σύνολο με όλα τα δυνατά ζεύγη συνθέσεων 

( )pp ′, , όπου p , η σύνθεση του σιδηροδρομικού 
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οχήματος του ταξιδιού t  και p′ , η σύνθεση του 

σιδηροδρομικού οχήματος του ταξιδιού  ( )tσ .  Τα 

ζεύγη συνδέσεων πρέπει να ικανοποιούν τον 

περιορισμό του συμπεράσματος 1., δηλαδή ότι αν το 

ζεύγος συνδέσεων ( )pp ′,  ανήκει στο tG , τότε ισχύει 

ότι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων της 

σύνθεσης p  δεν ισούται με το πλήθος των 

σιδηροδρομικών μονάδων της σύνθεσης p′ .   

• ( )ppI t ′,  είναι η δείκτρια συνάρτηση που παίρνει τιμή 

1, εάν στο ταξιδί t  το σιδηροδρομικό όχημα έχει τη 

σύνθεση p  και το διάδοχο ταξίδι του t   έχει τη 

σύνθεση p′ . Παίρνει τιμή 0, αλλιώς. Επειδή, από το 

συμπέρασμα 2, ισχύει ότι για κάθε μετατροπή 

σιδηροδρομικών οχημάτων συμβαίνει μια αλλαγή, ο 

δείκτης ( )ppI t ′,  εκφράζει τον αριθμό των αλλαγών της 

μετατροπής του ζεύγους των συνθέσεων ( )pp ′, . Αν 

συμβεί το ζεύγος των συνθέσεων ( )pp ′,  τότε ο δείκτης 

( )ppI t ′,  ισούται με 1, δηλαδή ο αριθμός των αλλαγών 

της μετατροπής είναι 1, ενώ αν δεν συμβεί το ζεύγος 

των συνθέσεων ( )pp ′,  τότε ο δείκτης ( )ppIt ′,  ισούται 

με 0, δηλαδή ο αριθμός των αλλαγών της μετατροπής 

είναι 0. 

Επειδή από το σύνολο tG , σύμβαίνει ένα ζεύγος συνθέσεων τότε το 

άθροισμα ( )
( )
∑

∈′

′
tGpp

t ppI
,

,  εκφράζει τον αριθμό των αλλαγών της 

μετατροπής που επιλέχθηκε για το σιδηροδρομικό όχημα του ταξιδιού t .   

     Άρα ( )
( )

∑ ∑
∞−∈ ∈′

′
TTt Gpp

t
t

ppI
,

,   είναι το συνολικό 

πλήθος των αλλαγών των μετατροπών που γίνονται μετά από από τα 

ταξίδια t  όλων των δρομολογίων εκτός των δρομολογίων τα οποία δεν 
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έχουν διάδοχο δρομολόγιο. Δηλαδή, Z  είναι το συνολικό πλήθος των 

αλλαγών των μετατροπών των δρομολογίων όλων των δρομολογίων εκτός 

των δρομολογίων τα οποία δεν έχουν διάδοχο δρομολόγιο και όσο 

μικρότερο το Z , τόσο μικρότερη η πιθανότητα καθυστερήσεων ή 

απρόβλεπτων δυσλειτουργιών των σιδηροδρομικών οχημάτων. Για το 

σύνολο των ταξιδίων στο οποίο κάθε ένα ταξίδι δεν έχει διάδοχο ταξίδι, οι 

αλλαγές δεν λογαριάζονται διότι είναι μετά το τέλος της ημέρας και 

υπάρχει αρκετός χρόνος για να προετοιμαστούν τα πρώτα ταξίδια της 

επόμενης μέρας. 

Επομένως, οσο πιο μικρό μπορεί να γίνει το Z  τόσο πιο 

ανθεκτικός είναι ο προγραμματισμός του σιδηροδρομικού υλικού. 

 

 

 

iii. Η αντικειμενική συνάρτηση στον προγραμματισμό 

του σιδηροδρομικού υλικού 

Η αντικειμενική συνάρτηση που χρειάζεται να ελαχιστοποιηθεί είναι ένα 

σταθμικός μέσος των τριών μεταβλητών που αναπτύχθηκαν παραπάνω και είναι 

οι εξής: 

 

1. Η μεταβλητή N, που αντιστοιχεί στο μέγεθος της αποτελεσματικότητας, 

καλείται αριθμός των βαγονιών – χιλιομέτρων (carriage – kilometers). 

2. Η μεταβλητή X, που αντιστοιχεί στο μέγεθος της ποιότητας, καλείται 

αριθμός των έλλειψεων θέσεων – χιλιομέτρων (seat - shortages  

kilometers). 

3. Η μεταβλητή Z, που αντιστοιχεί στο μέγεθος της αξιοπιστίας, καλείται 

συνολικό πλήθος των αλλαγών των μετατροπών του δρομολογίου. 
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Η αντικειμενική συνάρτηση ( )ZXNF ,,  ορίζεται ως: 

  

  ( ) ZwXwNwZXNF ⋅+⋅+⋅= 321,, ,  

                                                    όπου 3,2,1,10 =≤≤ iwi  και 

1
3

1
=∑

=i
iw . 

 

Τα iw  είναι τα τυποποιημένα βάρη του σταθμισμένου μέσου και 

προεπιλέγονται από τον ερευνητή. Αν για παράδειγμα επιλεγούν τα βάρη 11 =w  

και 032 == ww  τότε αυτό σημαίνει ότι δίνεται σημασία μόνο στο παράγοντα 

αποτελεσματικότητα, αδιαφορώντας για τους άλλους δύο παράγοντες. Αν 

επιλεγούν τα βάρη 31321 === www  τότε αυτό σημαίνει ότι δίνεται ίδιο βάρος 

στις τρεις μεταβλητές ZXN ,, . Αν επιλεγούν τα βάρη 3.01 =w , 5.02 =w  και 

2.03 =w , τότε δίνεται το μεγαλύτερο βάρος στην  μεταβλητή N  και το 

μικρότερο στην μεταβλητή Z . 

Αν είναι γνωστές οι παρακάτω ποσότητες: 

a. 1c , το αναμενόμενο κόστος για μία μονάδα του μεγέθους βαγονιών 

– χιλιομέτρων 

b. 2c , το αναμενόμενο κόστος για μία μονάδα του μεγέθους 

έλλειψεων θέσεων – χιλιομέτρων 

c. 3c , αναμενόμενο το κόστος ανά μετατροπή. 

Και οι τιμές των τυποποιημένων βαρών είναι: 
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∑

=

= 3

1

1
1

i
ic

cw , 

∑
=

= 3

1

2
2

i
ic

cw , 

∑
=

= 3

1

3
3

i
ic

cw  

Με την επιλογή αυτή τα βάρη είναι ανάλογα του κόστους και με την 

επιλογή ελαχιστοποιείται το κόστος της εταιρείας. 

 

 

iv.  Μοντέλο σύνθεσης (Composition Model) 

i. Βασικό μοντέλο 

Ο Maróti [1] με το βασικό μοντέλο σύνθεσης βρίσκει για κάθε ταξίδι t  

από ένα σύνολο δρομολογίων τη σύνθεση του αντιστοίχου σιδηροδρομικού 

οχήματος υποθέτωντας για τις μετατροπές ότι υπάρχει ακριβώς ένα προκάτοχο 

σιδηροδρομικό όχημα και ακριβώς ένα διάδοχο σιδηροδρομικό όχημα, με 

σκοπό να ελαχιστοποιήσει την αντικειμενική συνάρτηση: 

   ( ) ZwXwNwZXNF ⋅+⋅+⋅= 321,,  

 υπό των παρακάτω περιορισμών: 

Οι περιορισμοί του μοντέλου συνθέσεως ορίζονται ως: 

Ομάδα περιορισμών 1. 

                   ( ) 1=∑
∈ tPp

t pI ,             Tt∈∀  

Όπου T , tP , ( )pI t  έχουν οριστεί παραπάνω. Η παραπάνω ομάδα 

περιορισμών εξασφαλίζει ότι θα επιλεγεί ακριβώς μία σύνθεση από το 

σύνολο όλων των δυνατών συνθέσεων για το σιδηροδρομικό όχημα του 

ταξιδιού t ενός δρομολογίου που ανήκει στο σύνολο των ταξιδιών (trips) 

του συνόλου όλων των δρομολογίων. 
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Ομάδα περιορισμών 2. 

                                      
( ) ( )

( )
( )

∑
∈′

∈′

′=

t
t
Gpp

Pp
tt ppIpI

,
:

,
σ

,      ∞−∈∀ TTt , tPp∈∀  

   Όπου 

• p , p′ , ( )pp ′, , ∞− TT , tP , tG  και ( )pI t  έχουν οριστεί 

παραπάνω.  

• Η συνάρτηση ( )ppIt ′,  στο πρόβλημα επιτρέπεται να 

έχει σύνολο τιμών τους θετικούς πραγματικούς 

αριθμούς, όμως οι λύσεις που θα βγάζει είναι στο 

σύνολο { }1,0 . 

• ( )tσ  είναι το διάδοχο ταξίδι του ταξίδιου t .  

• ( )tPσ  το σύνολο όλων των δυνατών συνθέσεων του 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι ( )tσ . 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών εξασφαλίζει ότι για το 

σιδηροδρομικό όχημα του ταξιδιού t  που έχει σύνθεση p  και έχει 

διάδοχο δρομολόγιο, υπάρχει ακριβώς μία μετατροπή ( )pp ′, , η οποία 

ανήκει στο σύνολο tG  και ότι η σύνθεση p′  ανήκει στο σύνολο ( )tPσ , 

δηλαδή ότι υπάρχει ακριβώς ένα διάδοχο όχημα για κάθε ταξίδι t , το 

οποίο ανήκει στο σύνολο ∞− TT . 
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Ομάδα περιορισμών 3. 

  ( )( ) ( )
( )

∑
∈′

∈

′=′

t
t

Gpp
Pp

tt ppIpI
,

:

,σ
, ∞−∈∀ TTt , ( )tPp σ∈′∀  

Όπου 

• p , p′ , ( )pp ′, , ∞− TT , tP , ( )tPσ , tG  και ( )ppIt ′,  έχουν 

οριστεί παραπάνω.  

• ( )( )pI t ′σ  είναι η δείκτρια συνάρτηση που παίρνει τιμή 1, 

εάν στο ταξιδί ( )tσ  το σιδηροδρομικό όχημα έχει τη 

σύνθεση p′  και παίρνει τιμή 0, εάν στο ταξιδί ( )tσ  το 

σιδηροδρομικό όχημα δεν έχει τη σύνθεση p′ . 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών εξασφαλίζει ότι για το 

σιδηροδρομικό όχημα του ταξιδιού ( )tσ  που έχει σύνθεση p′ , υπάρχει 

ακριβώς  ένα ζεύγος συνθέσεων ( )pp ′, , το οποίο ανήκει στο σύνολο tG  

δηλαδή ότι υπάρχει ακριβώς ένα προκάτοχο όχημα για κάθε ταξίδι 

( )tσ , όπου t ανήκει στο σύνολο ∞− TT . 

 

Ομάδα περιορισμών 4. 

                         
( ) ( )∑

∈

⋅=
tPp

tmmt pIpvN , , Tt∈∀ ,  Mm∈∀  

Όπου 

• T , M , p , tP   και ( )pI t   έχουν οριστεί παραπάνω.  

• ( )mpv  είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπου m  για το σιδηροδρομικό όχημα με σύνθεση p . 
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• mtN , , είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπου m  για το σιδηροδρομικό όχημα του ταξιδιού t . 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών εξασφαλίζει ότι για κάθε ταξίδι t  

και για κάθε τύπο m , το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m  

του σιδηροδρομικού οχήματος του ταξιδιού t , ισούται με το πλήθος των 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m  του οχήματος της σύνθεσης p  που 

επιλέχθηκε για αυτό το ταξίδι. 

 

Ομάδα περιορισμών 5. 

                       ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

∑
>′

∈′

′⋅−′=

mm
t
pvpv

Gpp
tmmmt ppIpvpvC

:,
, ,σ

,  

                                                                              ∞−∈∀ TTt , Mm∈∀  

Όπου 

• M , ( )tσ , p , p′ , ( )pp ′, , tG , ( )ppIt ′, , ( )mpv  και 

∞− TT   έχουν οριστεί παραπάνω.  

• ( )mpv ′  είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπου m  με σύνθεση p′ . 

• ( ) mtC ,σ  (Coupled) είναι ο αριθμός των επιπλέον 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m του οχήματος του 

ταξιδιού ( )tσ  σε σχέση με το προκάτοχο όχημα του 

ταξιδιού t .  

 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών εξασφαλίζει αναφορικά με το 

ζεύγος συνδέσεων ( )pp ′,  ότι αν έγινε σύνδεση σιδηροδρομικών μονάδων 
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τότε ο αριθμός των επιπλέον σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m του 

οχήματος του ταξιδιού ( )tσ  σε σχέση με το προηγούμενο όχημα του 

ταξιδιού t  είναι ( ) ( )mm pvpv −′  και ισούται με ( ) mtC ,σ . 

 

 

Ομάδα περιορισμών 6. 

                   
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )

∑
′>

∈′

′⋅′−=

mm
t
pvpv

Gpp
tmmmt ppIpvpvU

:,
, ,

,  

                                                                              ∞−∈∀ TTt , Mm∈∀  

Όπου 

• M , p , p′ , ( )pp ′, , tG , ( )ppIt ′, , ( )mpv , ( )mpv ′  και 

∞− TT   έχουν οριστεί παραπάνω.  

• mtU ,  (Uncoupled) είναι ο αριθμός των επιπλέον 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m του οχήματος του 

ταξιδιού t  σε σχέση με το επόμενο όχημα του ταξιδιού 

( )tσ .  

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών εξασφαλίζει αναφορικά με το 

ζέυγος συνθέσεων ( )pp ′,  ότι αν έγινε αποσύνδεση σιδηροδρομικών 

μονάδων τότε ο αριθμός των επιπλέον σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m 

του οχήματος του ταξιδιού t  σε σχέση με το επομένο όχημα του ταξιδιού 

( )tσ  είναι ( ) ( )mm pvpv ′−  και ισούται με mtU , . 
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Ομάδα περιορισμών 7. 

                   mtmt CN ,, = ,        0Tt∈∀ , Mm∈∀  

Όπου 

• 0T  είναι το σύνολο των ταξιδίων στο οποίο κάθε ένα 

ταξίδι δεν έχει προκάτοχο ταξίδι. 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών δηλώνει ότι στην αρχή της 

ημέρας το όχημα συντίθενται αποκλειστικά από σιδηροδρομικές μονάδες, 

χωρίς να χρησιμοποιείται κάποιο προηγούμενο όχημα. 

 

Ομάδα περιορισμών 8. 

                   mtmt UN ,, = ,        ∞∈∀ Tt , Mm∈∀  

Όπου, 

• ∞T  είναι το σύνολο των ταξιδίων στο οποίο κάθε ένα 

ταξίδι δεν έχει διάδοχο ταξίδι. 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών δηλώνει ότι στο τέλος της 

ημέρας το όχημα αποσυντίθενται σε σιδηροδρομικές μονάδες. 

 

Ομάδα περιορισμών 9. 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

∑∑

≤′+′

=′
∈′

′

≤′

=′
∈′

′ +−=

ttt

tsts
Tt

mt

tt

tsts
Tt

mtmtsmt

d

d

dd

dd

d
UCInvInv

τρτ
και

ττ
και

α

α

:
,

:
,

0
,,

,                                         

Tt∈∀ , Mm∈∀  
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Όπου 

• ( )tsd ,  ο σταθμός αναχώρησης του ταξιδιού t . 

• ( )tsα ,  ο σταθμός άφιξης του ταξιδιού t . 

• ( )tdτ , είναι ο χρόνος αναχώρησης του ταξιδιού t . 

• ( )tατ , είναι ο χρόνος άφιξης του ταξιδιού t . 

• ( )tρ , ο χρόνος που χρειάζεται για να ενσωματωθούν 

στο απόθεμα σιδηροδρομικές μονάδες που 

αποσυνδέθηκαν μετά την άφιξη του ταξιδιού t .  

• mtInv , , το απόθεμα του σταθμού ( )tsd , για 

σιδηροδρομικές μονάδες τύπου m , αμέσως μετά την 

αναχώρηση του οχήματος που εκτελεί το ταξίδι t  . 

• ( )
0

,mtsd
Inv  το αρχικό απόθεμα του σταθμού ( )tsd , για 

σιδηροδρομικές μονάδες τύπου m . 

 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών δηλώνει ότι το απόθεμα του 

σταθμού από τον οποίο αναχωρεί το όχημα του ταξιδιού t , αμέσως μετά 

την αναχώρηση του οχήματος του ταξιδιού t , ισούται με το απόθεμα του 

σταθμού αυτού στην αρχή της ημέρας, μείον τον αριθμό των 

σιδηροδρομικών μονάδων του αποθέματος που συνδέθηκαν με οχήματα 

άλλων ταξιδιών που είχαν σταθμό αναχώρησης τον ( )tsd  από την αρχή 

της ημέρας μέχρι την αναχώρηση του οχήματος του ταξιδιού t , συν τον 

αριθμό των σιδηροδρομικών μονάδων που  ενσωματώθηκαν στο απόθεμα 

του σταθμού ( )tsd  από την αρχή της ημέρας μέχρι τη αναχώρηση του 

οχήματος του ταξιδιού t .  
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Ομάδα περιορισμών 10. 

( ) ( )

∑∑
=

∈
=

∈

∞ +−=

sts
Tt

mt

sts
Tt

mtmsms UCInvInv

d α

:
,

:
,

0
,,

,       

                                                                           Ss∈∀ , Mm∈∀  

Όπου 

• S , το σύνολο όλων των σταθμών. 

• ∞
msInv , , το απόθεμα σε σιδηροδρομικές μονάδες τύπου 

m  για το σταθμό s , στο τέλος της ημέρας. 

• 0
,msInv , το απόθεμα σε σιδηροδρομικές μονάδες τύπου 

m  για το σταθμό s , στην αρχή της ημέρας. 

Η παραπάνω ομάδα περιορισμών δηλώνει ότι το απόθεμα του 

σταθμού s  στο τέλος της ημέρας, ισούται με το απόθεμα του σταθμού s  

στην αρχή της ημέρας, μείον τον αριθμό των σιδηροδρομικών μονάδων 

που συνδέθηκαν σε οχήματα στο σταθμό s  κατά τη διάρκεια της ημέρας, 

συν τον αριθμό των σιδηροδρομικών μονάδων που αποσυνδέθηκαν από 

οχήματα στο σταθμό s  κατά τη διάρκεια της ημέρας. 

 

 

Ομάδα περιορισμών 11.α. 

                        
0
,

0
, msms invInv = , Ss∈∀ , Mm∈∀  

Όπου 

• 0
,msinv , το επιθυμητό απόθεμα σιδηροδρομικών 

μονάδων τύπου m  στην αρχή της ημέρας. 
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Ομάδα περιορισμών 11.β. 

                                             
∞∞ = msms invInv ,, , Ss∈∀ , Mm∈∀  

Όπου 

• ∞
msinv , , το επιθυμητό απόθεμα σιδηροδρομικών 

μονάδων τύπου m  στο τέλος της ημέρας. 

 

Με τις παραπάνω δύο ομάδες περιορισμών ορίζεται ποιο πρέπει να 

είναι το αρχικό και το τελικό απόθεμα σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπουm για όλους τους σταθμούς και για όλους τους τύπους.  

 

 

Ομάδα περιορισμών 12. 

Για τις παραπάνω παραμέτρους των περιορισμών ισχύουν οι παρακάτω 

περιορισμοί:  

( ) { }1,0∈pI t                                                                   Tt ∈∀ , tPp ∈  

( ) +ℜ∈′ppI t ,                                                                  Tt ∈∀ , ( ) tGpp ∈′,  

+ℜ∈mtmtmtmt InvUCN ,,,, ,,,                                           MmTt ∈∀∈∀ ,  

+
∞ ℜ∈0

,, , msms InvInv                                                           MmSs ∈∀∈∀ ,  

                   

Το παραπάνω μοντέλο με τις ομάδες περιορισμών 1-12, όταν έχει 

εφικτή λύση, οι μεταβλητές ( )ppIInvInvInvCU tmsmsmtmtmt ′∞ ,,,,,, 0
,,,,,  είναι 

ακέραιες. 
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ii. Μοντέλο για κυκλικό προγραμματισμό 

Αν είναι επιθυμητό τα αρχικά αποθέματα να είναι ίσα με τα τελικά 

αποθέματα τότε οι ομάδες περιορισμών 11.α. και 11.β.  μπορούν να 

αντικατασταθούν από τις δύο παρακάτω: 

 

 

Ομάδα περιορισμών 13.α. 

                              m
Ss

ms nInv =∑
∈

0
, ,   Mm∈∀  

Όπου 

• mn , ο συνολικός αριθμός των διαθεσίμων 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m . 

                      

 

 Ομάδα περιορισμών 13.β. 

                                                           
0
,, msms InvInv =∞

, Ss∈∀ , Mm∈∀  

 

Το μοντέλο με τις ομάδες περιορισμών 1-10, 12, 13.α, 13.β, δηλαδή το 

βασικό μοντέλο για κυκλικό προγραμματισμό, όταν έχει εφικτή λύση, 

τότε έχει ακέραια βέλτιστη λύση. 

iii. Επέκταση βασικού μοντέλου για πρόβλημα 

χωρητικότητας 
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Αν πρέπει να ληφθούν υπόψη οι περιορισμένες χωρητικότητες των 

σταθμών, τότε πρέπει να προστεθούν στο βασικό μοντέλο οι παρακάτω 

ομάδες περιορισμών 14.α. – 14.γ.: 

Ομάδα περιορισμών 14.α. 

         s
Mm

mtm WInvl ≤⋅∑
∈

, ,   ( ) stsTt d =∈∀ : , Ss∈∀  

Όπου 

• ml , το μήκος της σιδηροδρομικής μονάδας τύπου m . 

• sW , η χωρητικότητα σε μέτρα του σταθμού s . 

• mtInv ,  το απόθεμα του σταθμού ( ) stsd = , για 

σιδηροδρομικές μονάδες τύπου m , αμέσως μετά την 

αναχώρηση του οχήματος που εκτελεί το ταξίδι t  . 

Με την παραπάνω ομάδα περιορισμών για κάθε ταξίδι τη στιγμή 

όπου το όχημα αναχωρεί από το σταθμό s , τα μήκος όλων των 

σιδηροδρομικών μονάδων του αποθέματος δεν πρέπει να ξεπερνά τη 

χωρητικότητα του σταθμού, για κάθε σταθμό.  

 

 

Ομάδα περιορισμών 14.β. 

                  s
Mm

msm WInvl ≤⋅∑
∈

∞
, ,   Ss∈∀  

Όπου 

• ml , το μήκος της σιδηροδρομικής μονάδας τύπου m . 

• sW , η χωρητικότητα σε μέτρα του σταθμού s . 
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• ∞
msInv ,  το απόθεμα σε σιδηροδρομικές μονάδες τύπου 

m  για το σταθμό s , στο τέλος της ημέρας. 

 

Με την παραπάνω ομάδα περιορισμών στο σταθμό s  στο τέλος της 

ημέρας, τα μήκος όλων των σιδηροδρομικών μονάδων του αποθέματος 

δεν πρέπει να ξεπερνά τη χωρητικότητα του σταθμού, για κάθε σταθμό.  

 

 

Ομάδα περιορισμών 14.γ. 

                  s
Mm

msm WInvl ≤⋅∑
∈

0
, ,   Ss∈∀  

Όπου 

• ml , το μήκος της σιδηροδρομικής μονάδας τύπου m . 

• sW , η χωρητικότητα σε μέτρα του σταθμού s . 

• 0
,msInv  το απόθεμα σε σιδηροδρομικές μονάδες τύπου 

m  για το σταθμό s , στην αρχή της ημέρας. 

Με την παραπάνω ομάδα περιορισμών στο σταθμό s  στην αρχή της 

ημέρας, τα μήκος όλων των σιδηροδρομικών μονάδων του αποθέματος 

δεν πρέπει να ξεπερνά τη χωρητικότητα του σταθμού, για κάθε σταθμό. 

 

iv. Επέκταση βασικού μοντέλου για την αρχή της 

απαιτούμενης συνέχειας 

Αυτή η ομάδα περιορισμών διασφαλίζει την αρχή της απαιτούμενης 

συνέχειας (Continuity requirement) σύμφωνα με την οποία τουλάχιστον 

μία σιδηροδρομική μονάδα καλύπτει όλο το δρομολόγιο. Έστω ένα 
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δρομολόγιο αποτελείται από k  ταξίδια. Αν απαιτείται μία σιδηροδρομική 

μονάδα να καλύπτει όλο το δρομολόγιο, τότε αυτή καλείται μόνιμη 

σιδηροδρομική μοναδα του δρομολογίου και έστω Ni ∈ϑ , η θέση της 

μόνιμης σιδηροδρομικής μονάδας στο σιδηροδρομικό όχημα για το 

ταξίδι it , όπου ( )1−= jj tt σ , ki ,,2,1 K=  και kj ,,2 K= . Επίσης, έστω 

Ni ∈γ  ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που συνιστούν το 

σιδηροδρομικό όχημα για το ταξίδι it . Για το iγ  ισχύει ο παρακάτω 

αναδρομικός τύπος: 

R
i

L
i

R
i

L
iii aa ββγγ ++−−= −1 ,  όπου ki ,,2 K= .            

Όπου,  

• L
ia { }K,3,2,1,0∈ , ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που 

αποσυνδέονται από τα αριστερά του οχήματος μετά το ταξίδι 1−it  

και πριν το ταξίδι it , όπου ki ,,2 K= . 

• R
ia { }K,3,2,1,0∈ , ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που 

αποσυνδέονται από τα δεξιά του οχήματος μετά το ταξίδι 1−it  και 

πριν το ταξίδι it , όπου ki ,,2 K= . 

• L
iβ { }K,3,2,1,0∈ , ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που 

συνδέονται από τα αριστερά του οχήματος μετά το ταξίδι 1−it  και 

πριν το ταξίδι it , όπου ki ,,2 K= . 

• R
iβ { }K,3,2,1,0∈ , ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που 

συνδέονται από τα δεξιά του οχήματος μετά το ταξίδι 1−it  και πριν 

το ταξίδι it , όπου ki ,,2 K= . 

Άρα, συναρτήσει του iγ , για το iϑ , ισχύει η παρακάτω ανισότητα: 

                                                          ii γϑ ≤≤1 ,  όπου ki ,,2,1 K= .             
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Δηλαδή η θέση της μόνιμης σιδηροδρομικής μονάδας είναι μεγαλύτερη ή 

ίση από 1 και μικρότερη ή  ίση από το αριθμό των σιδηροδρομικών 

μονάδων του οχήματος για κάθε ταξίδι. 

Επίσης, ισχύει ο αναδρομικός τύπος: 

                          L
i

L
iii a βϑϑ +−= −1 , όπου ki ,,2 K= . 

Δηλαδή, η θέση της μόνιμης σιδηροδρομικής μονάδας μειώνεται όταν 

αποσυνδέονται σιδηροδρομικές μονάδες από τα αριστερά και αυξάνεται 

όταν συνδέονται σιδηροδρομικές μονάδες από τα αριστερά. Από το 

παραπάνω τύπο προκύπτει ότι: 

                                          ∑∑
==

+−=
i

j

L
j

i

j

L
ji a

11
1 βϑϑ            ki ,,2 K= . 

Για να ικανοποιείται η αρχή της απαιτούμενης συνέχειας πρέπει να ισχύει 

ότι: 

                    R
iii a−≤ −− 11 γϑ  ,  όπου  ki ,,2 K= . 

Όπου R
ia , ο αριθμός των σιδηροδρομικών μονάδων που 

αποσυνδέονται από τα δεξιά του οχήματος μετά το ταξίδι 1−it  και πριν το 

ταξίδι it , όπου ki ,,2 K= . 

Δηλαδή, η θέση της μόνιμης σιδηροδρομικής μονάδας στο ταξίδι 

1−it  πρέπει είναι μικρότερη ή ίση από R
ii a−−1γ , ώστε στο επόμενο ταξίδι η 

μόνιμη σιδηροδρομική μονάδα να βρίσκεται στο όχημα. 

Συμπερασματικά, για το iϑ  ισχύουν τα παρακατω: 

• ii γϑ ≤≤1 , όπου ki ,,2,1 K= .    

• ∑∑
==

+−=
i

j

L
j

i

j

L
ji a

11
1 βϑϑ  ,  όπου ki ,,2 K= . 

• R
iii a−≤ −− 11 γϑ  ,  όπου ki ,,2 K= . 
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Δηλαδή, η τελική μορφή της ομάδας των περιορισμών που πρέπει να 

προστεθεί στο βασικό μοντέλο ώστε να διασφαλιστεί η αρχή της 

απαιτούμενης συνέχειας (Continuity requirement) είναι: 

 

Ομάδα περιορισμών 15. 

• 111 γϑ ≤≤     

• R
ii

i

j

L
j

i

j

L
j aa 1

11
11 +

==

−≤+−≤ ∑∑ γβϑ  1,,2 −=∀ ki K        

• k

k

j

L
j

k

j

L
ja γβϑ ≤+−≤ ∑∑

== 11
11  

• +ℜ∈1ϑ  

 

v. Τροποποίηση του βασικού μοντέλου 

Έστω για κάθε ταξίδι t  το σύνολο των διανυσμάτων 

( ){ }tt Ppp ∈=Β :ν , όπου ( ) ( ) ( ) ( )( )′= mpppp νννν ,,, 21 K , το διάνυσμα 

που περιέχει για κάθε τύπο μονάδας τον αριθμό των μονάδων καθένα 

τύπου για τη σύνθεση p  και { }mM ,,2,1 K=  είναι το σύνολο όλων των 

τύπων των σιδηροδρομικών μονάδων. Δηλαδή το ( )2pν  εκφράζει τον 

αριθμό των μονάδων τύπου 2 για τη σύνθεση p .  

Επίσης, έστω για κάθε ταξίδι t  και για κάθε tb Β∈ , η δίτιμη 

μεταβλητή btY ,  είναι η δείκτρια συνάρτηση που παίρνει τιμή 1, εάν στο 

ταξιδί t  το σιδηροδρομικό όχημα έχει για κάθε τύπο αριθμούς 

σιδηροδρομικών μονάδων που σχηματίζουν το διάνυσμα b  και παίρνει 

τιμή 0, αλλιώς. 

Έστω οι ομάδες περιορισμών:  
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Ομάδα περιορισμών 16. 

( )
( )

∑
=∈

=
pbPp
tbt

t

pIY
ν:

,                 Tt ∈∀  και tBb ∈∀  

 

 

Ομάδα περιορισμών 17. 

( ) [ ]1,0∈pIt                                                                   Tt ∈∀ , tPp ∈  

( ) +ℜ∈′ppI t ,                                                                  Tt ∈∀ , 

( ) tGpp ∈′,  

+ℜ∈mtmtmtmt InvUCN ,,,, ,,,                                           MmTt ∈∀∈∀ ,  

+
∞ ℜ∈0

,, , msms InvInv                                                           MmSs ∈∀∈∀ ,  

 

 

Τότε για το τροποποιημένο βασικό μοντέλο σύνθεσης με τις 

ομάδες περιορισμών 1-11.β, 16 και 17 αν έχει εφικτή λύση τότε έχει 

μία βέλτιστη ακέραια λύση. Επιπλέον, στο τροποποιημένο βασικό 

μοντέλο οι δίτιμες μεταβλητές περιορίζονται σε σχέση με το βασικό.  

Στην περίπτωση της  Noord – Oost, για το βασικό μοντέλο, το πλήθος των 

διτίμων μεταβλητών ( )pI t  είναι 9,900, ενώ για το τροποποιημένο βασικό 

μοντέλο, το πλήθος των διτίμων μεταβλητών btY ,  είναι 5,700. 
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vi. Επέκταση του βασικού μοντέλου για διάσπαση 

οχήματος (Splitting) ή συνδυασμό οχημάτων 

(Combining) 

Ο Maróti [1] επεκτείνοντας το παραπάνω βασικό μοντέλο 

σύνθεσης βρίσκει για κάθε ταξίδι t  από ένα σύνολο δρομολογίων τις 

σύνθεσεις των σιδηροδρομικών οχημάτων υποθέτωντας για μετατροπές 

τριών περιπτώσεων, με σκοπό να ελαχιστοποιήσει την αντικειμενική 

συνάρτηση ( )ZXNF ,, .  

Οι τρεις περιπτώσεις είναι: 

1. Να υπάρχει ένα προκάτοχο σιδηροδρομικό όχημα που μόλις 

εκτέλεσε το δρομολόγιο t  και ένα διάδοχο σιδηροδρομικό 

οχήμα, το δρομολόγιο t  να μην έχει προκάτοχο δρομολόγιο 

και το δρομολόγιο t  να μην έχει διάδοχο δρομολόγιο. Το 

δρομολόγιο t  ανήκει στο σύνολο T , όπου είναι το σύνολο 

στο οποίο ανήκουν όλα τα δρομολόγια στα οποία αφού 

εκτελεστούν, οι μετατροπές είναι του τύπου ένα προκάτοχο 

όχημα – ένα διάδοχο όχημα, τα δρομολόγια τα οποία δεν 

έχουν προκάτοχο όχημα και τα δρομολόγια τα οποία δεν 

έχουν διάδοχο όχημα.  

2. Να υπάρχει ένα προκάτοχο σιδηροδρομικό όχημα και δύο 

διάδοχα σιδηροδρομικά οχήματα, δηλαδή η περίπτωση 

όπου το όχημα φθάνει στο τερματικό σταθμό του ταξιδιού 

t , στην συνέχεια διασπάται σε δύο σιδηροδρομικά οχήματα, 

όπου το ένα εκτελεί το διάδοχο δρομολόγιο ( )t1σ  και το 

άλλο εκτελεί το διάδοχο δρομολόγιο ( )t2σ . Το δρομολόγιο t  

ανήκει στο σύνολο ST , όπου είναι το σύνολο στο οποίο 

ανήκουν όλα τα δρομολόγια στα οποία αφού εκτελεστούν, οι 

μετατροπές είναι του τύπου ένα προκάτοχο όχημα – δύο 

διάδοχα οχήματα. 
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3. Να υπάρχουν δύο προκάτοχα σιδηροδρομικά οχήματα και 

ένα διάδοχο σιδηροδρομικό όχημα, δηλαδή η περίπτωση 

όπου τα οχήματα φθάνουν στο τερματικό σταθμό των 

ταξιδιών ( )tt1  και ( )tt2 , στην συνέχεια συνδυάζονται σε ένα 

σιδηροδρομικό όχημα, όπου εκτελεί το διάδοχο δρομολόγιο 

t . Το δρομολόγιο t  ανήκει στο σύνολο CT , όπου είναι το 

σύνολο στο οποίο ανήκουν όλα τα δρομολόγια στα οποία 

πριν εκτελεστούν, οι μετατροπές είναι του τύπου δύο 

προκάτοχα οχήματα – ένα διάδοχο όχημα. 

 

Για κάθε μία από τις περιπτώσεις η αντικειμενική συνάρτηση 

ελαχιστοποιείται υπό διαφορετική οικογένεια περιορισμών. Για κάθε μία 

από τις τρεις περιπτώσεις οι αντίστοιχες οικογένειες περιορισμών 

παρουσιάζονται παρακάτω. Επίσης, παρουσιάζεται και μία τέταρτη ομάδα 

περιορισμών η οποία αναφέρεται για όλα τα ταξίδια.  

Οι τέσσερις οικογένειες περιορισμών για κάθε περίπτωση είναι: 

 

1. Για την πρώτη περίπτωση, που αφορά τα ταξίδια που ανήκουν 

στο σύνολο T , τότε η οικογένεια των περιορισμών είναι οι 

ομάδες των περιορισμών του βασικού μοντέλου, δηλαδή οι 

ομάδες περιορισμών 2-8, 11.α, 11.β. 

2. Για την δεύτερη περίπτωση, που αφορά τα ταξίδια που 

ανήκουν στο σύνολο ST , τότε η οικογένεια των περιορισμών 

είναι: 
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   Ομάδα περιορισμών 18. 

                ( ) [ ]1,0,, 21 ∈pppI S
t ,       ( ) S

tGppp ∈∀ 21,,  

Όπου, 

• S
tG , το σύνολο όλων των δυνατών ζευγών ( )21,, ppp , 

όπου p  η σύνθεση του σιδηροδρομικού οχήματος για 

το ταξίδι t , 1p  η σύνθεση του σιδηροδρομικού 

οχήματος για το ταξίδι ( )t1σ  και 2p  η σύνθεση του 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι ( )t2σ . 

• ( )21,, pppI S
t  είναι η συνάρτηση, που εκφράζει ότι για 

κάθε ζεύγος ( )21,, ppp S
tG∈  παίρνει μια τιμή στο 

διάστημα μεταξύ του 0 και του 1. 

     

 

     Ομάδα περιορισμών 19. 

( ) ( )
( )

∑
∈

=
S
tGppp

pp

S
tt pppIpI

21

21
,,

:,
21,, ,          tPp∈∀  και STt∈∀  

                                           

 

      Ομάδα περιορισμών 20. 

           ( )( ) ( )
( )

∑
∈

=
S
tGppp

pp

S
tt pppIpI

21

2

1

,,
:,

211 ,,σ ,  ( )tPp
11 σ∈∀  και STt∈∀  
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Όπου, 

• ( )tP
1σ  το σύνολο όλων των δυνατών συνθέσεων του 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι ( )t1σ . 

                                         Ομάδα περιορισμών 21. 

          ( )( ) ( )
( )

∑
∈

=
S
tGppp

pp

S
tt pppIpI

21

1

2

,,
:,

212 ,,σ , ( )tPp
22 σ∈∀  και STt∈∀  

Όπου, 

• ( )tP
2σ  το σύνολο όλων των δυνατών συνθέσεων του 

σιδηροδρομικού οχήματος για το ταξίδι ( )t2σ . 

 

                                             Ομάδα περιορισμών 22. 

                               ( ) ( )∑
∈

⋅=
tPp

tmmt pIpvN , ,
STt∈∀ , Mm∈∀  

       Όπου, 

• M , το σύνολο όλων των τύπων των σιδηροδρομικών 

μονάδων. 

• ( )mpv  είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπου m  για το σιδηροδρομικό όχημα με σύνθεση p . 

• mtN , , είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών μονάδων 

τύπου m  για το σιδηροδρομικό όχημα του ταξιδιού t . 

 

      

                                        Ομάδα περιορισμών 23. 
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( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

∑

+>

∈

⋅+−=

mmm

S
t

pvpvpv

Gppp
ppp

S
tmmmmt pppIpvpvpvU

21

21

21
,,

:,,
2121, ,,

και

,  

STt∈∀ , Mm∈∀  

Όπου, 

• M , ( )mpv , S
tG , και ( )21,, pppI S

t   έχουν οριστεί 

παραπάνω. 

• ( )mpv 1  και ( )mpv 2  είναι το πλήθος των σιδηροδρομικών 

μονάδων τύπου m  για το σιδηροδρομικά οχήματα με 

σύνθεση 1p  και 2p . 

• mtU ,  (Uncoupled) είναι ο αριθμός των επιπλέον 

σιδηροδρομικών μονάδων τύπου m του οχήματος του 

ταξιδιού t  σε σχέση με τα επόμενα οχήματα των 

ταξιδιών ( )t1σ  και ( )t2σ . 

 

                           Ομάδα περιορισμών 24. 

                            

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

∑

>+

∈

⋅−+=

mmm

S
t

pvpvpv

Gppp
ppp

S
tmmmmt pppIpvpvpvC

21

21

21

1

,,
:,,

2121, ,,

και

σ  

     ( ) 0,2
=mtCσ  

 

3. Για την τρίτη περίπτωση, που αφορά τα ταξίδια που ανήκουν 

στο σύνολο CT , τότε η οικογένεια των περιορισμών είναι: 
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      Ομάδα περιορισμών 25. 

                ( ) [ ]1,0,, 21 ∈pppI C
t ,       ( ) C

tGppp ∈∀ 21,,  

Όπου, 

• C
tG , το σύνολο όλων των δυνατών ζευγών ( )21,, ppp , 

όπου p  η σύνθεση του σιδηροδρομικού οχήματος για 

το διάδοχο ταξίδι t , 1p  η σύνθεση του ενός 

προκατόχου σιδηροδρομικού οχήματος που εκτελεί το 

ταξίδι ( )tt1  και 2p  η σύνθεση του άλλου προκατόχου 

σιδηροδρομικού οχήματος που εκτελεί το ταξίδι ( )tt2 . 

• ( )21,, pppI C
t  είναι η συνάρτηση, που εκφράζει ότι για 

κάθε ζεύγος ( )21,, ppp C
tG∈  παίρνει μια τιμή στο 

διάστημα μεταξύ του 0 και του 1.  

 

     Ομάδα περιορισμών 26. 

                                   ( )( ) ( )
( )

∑
∈

=
C
tGppp

pp

C
ttt pppIpI

21

2

1

,,
:,

211 ,, , ( )ttPp
11∈∀ και CTt∈∀  

    

 

      Ομάδα περιορισμών 27. 

                                    ( )( ) ( )
( )

∑
∈

=
C
tGppp

pp

C
ttt pppIpI

21

1

2

,,
:,

212 ,, , ( )ttPp
22∈∀  και CTt∈∀   

 

      Ομάδα περιορισμών 28. 
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                                    ( ) ( )
( )

∑
∈

=
C
tGppp

pp

C
tt pppIpI

21

21
,,

:,
21,, ,                  tPp∈∀  και CTt∈∀  

                              

      Ομάδα περιορισμών 29. 

                   ( ) ( ) ( )( )
( )

∑
∈

⋅=
ttPp

ttmmtt pIpvN
11

11 11, ,  
CTt∈∀ , Mm∈∀  

 

      Ομάδα περιορισμών 30. 

                   ( ) ( ) ( )( )
( )

∑
∈

⋅=
ttPp

ttmmtt pIpvN
22

22 22, , 
CTt∈∀ , Mm∈∀  

                            

                             Ομάδα περιορισμών 31.               

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
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⋅−+=
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C
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Gppp
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:,,

2121, ,,

και

,  

CTt∈∀ , Mm∈∀  

( ) 0,2
=mttU ,                                                                                       

CTt∈∀ , Mm∈∀  

 

                             Ομάδα περιορισμών 32. 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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⋅+−=
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pvpvpv
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και

,  
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, 
CTt∈∀ Mm∈∀  

 

4. Για την τέταρτη περίπτωση, που αφορά όλα τα ταξίδια. Αν 1T  

το σύνολο των ταξιδιών που ανήκουν τα ταξίδια ( )tt1 , όπου 
CTt ∈  και 2T  το σύνολο των ταξιδιών που ανήκουν τα ταξίδια 

( )tt2 , όπου CTt ∈  , τότε το σύνολο όλων των ταξιδιών είναι το 

21 TTTTT CS UUUU=Α , τότε η κοινή οικογένεια των 

περιορισμών είναι: 

 

Ομάδα περιορισμών 33. (κοινή) 

 ( ) 1=∑
∈ tPp

t pI ,                       At∈∀  

 

 

Ομάδα περιορισμών 34. (κοινή) 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

∑∑

≤′+′

=′
∈′

′
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tsts
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tsts
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mtmtsmt

d

d

dd

dd

d
UCInvInv

τρτ
και

ττ
και

α

α

:
,

:
,

0
,,

,                                               

                    At∈∀ , Mm∈∀  
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Ομάδα περιορισμών 35. (κοινή) 

  
( ) ( )

∑∑
=

∈
=

∈

∞ +−=

sts
At

mt

sts
At

mtmsms UCInvInv

d α

:
,

:
,

0
,,

,       

                                                                           Ss∈∀ , Mm∈∀  

Ομάδα περιορισμών 36. (κοινή) 

Για τις παραπάνω παραμέτρους των περιορισμών ισχύουν οι παρακάτω 

περιορισμοί:  

( ) { }1,0∈pI t                                                           At ∈∀ , tPp ∈  

( ) +ℜ∈′ppI t ,                                                          Tt ∈∀ , ( ) tGpp ∈′,  

+ℜ∈mtmtmtmt InvUCN ,,,, ,,,                                      MmAt ∈∀∈∀ ,  

+
∞ ℜ∈0

,, , msms InvInv                                                    MmSs ∈∀∈∀ ,  

 

Συγκεντρωτικά, το σύνολο των περιορισμών που αναφέρονται για το 

βασικό μοντέλο που περιλαμβάνει διασπάσεις οχημάτων (Splitting) ή 

συνδυασμούς οχημάτων (Combining) αποτελείται από:  

• Τις ομάδες περιορισμών 2.-8., 11.α., 11.β., οι οποίες αναφέρονται 

στο σύνολο T . 

•  Τις ομάδες περιορισμών 18. - 24., οι οποίες αναφέρονται στο 

σύνολο ST . 

• Τις ομάδες περιορισμών 25. - 32., οι οποίες αναφέρονται στο 

σύνολο CT . 



51 

 

• Τις ομάδες περιορισμών 33. - 36., οι οποίες αναφέρονται στο 

γενικό σύνολο A . 

Η αντικειμενική συνάρτηση του μοντέλου είναι η  

                                                 ( ) ZwXwNwZXNF ⋅+⋅+⋅= 321,, ,  

Όπου,  

∑ ∑
∈ ∈

⋅⋅=
At Mm

mtmt NcdN ,
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∈ ∈ ∈
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C
t

TTt Gpp
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pppI

pppI
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,,

,

 

Το παραπάνω γενικευμένο μοντέλο με τις ομάδες περιορισμών 2.-8., 

11.α., 11.β., 18. - 24., 25. - 32., 33. - 36. όταν έχει εφικτή λύση, οι μεταβλητές 

( ) ( ) ( )2121
0
,,,,, ,,,,,,,,,,,, pppIpppIppIInvInvInvCU C

t
S
ttmsmsmtmtmt ′∞  είναι ακέραιες.  

 Επομένως, αν και οι συναρτήσεις ( ) ( )2121 ,,,,, pppIpppI C
t

S
t  έχουν σύνολο 

τιμών το [ ]1,0 , σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση οι λύσεις των συναρτήσεων 

( ) ( )2121 ,,,,, pppIpppI C
t

S
t  είναι στο σύνολο { }1,0 . Δηλαδή οι συναρτήσεις 

( ) ( )2121 ,,,,, pppIpppI C
t

S
t  στην πράξη συμπεριφέρονται ως δείκτριες, οι οποίες 

δείχνουν αν έχει επιλεγεί το ζεύγος ( )21,, ppp  ή όχι. 
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Μία αντίστοιχη τροποποίηση του παραπάνω γενικευμένου μοντέλου, όπως 

αυτής στην περίπτωση v., η οποίο αναφέρεται στο τροποποιημένο βασικό 

μοντέλο, με την εισαγωγή του περιορισμού:   

    ( )
( )

∑
=∈

=
pbPp
tbt

t

pIY
ν:

, ,               At ∈∀  και tBb ∈∀  

Όπου btY , , tB  και ( )pν  έχουν οριστεί στην περίπτωση του τροποποιημένου 

βασικού μοντέλου. Επίσης, η τροποποίηση αυτή συνοδεύεται από την χαλάρωση 

του περιορισμού: 

                            ( ) { }1,0∈pIt                        At ∈∀ , tPp ∈  

στον περιορισμό: 

                           ( ) [ ]1,0∈pIt                              At ∈∀ , tPp ∈  

Όμως με την τροποποίηση αυτή αν υπάρχει εφικτή λύση τότε δεν υπάρχει 

βέλτιστη ακέραια λύση, όπως στην περίπτωση της τροποποίησης του βασικού 

μοντέλου. Για αυτό το λόγο η τροποποίηση πρέπει να γίνει χωρίς τη χαλάρωση 

του προηγουμένου περιορισμού. Όμως, όσες φορές δοκιμάστηκε η τροποποίηση 

του παραπάνω γενικευμένου μοντέλου με τη χαλάρωση του περιορισμού 

( ) { }1,0∈pI t  στον περιορισμό ( ) +∈ QpIt , όπου +Q  οι θετικοί ρητοί αριθμοί 

τότε παντότε βρέθηκαν ακέραιες βέλτιστες λύσεις. 

 

vii. Ειδική περίπτωση μοντέλου 

Στην ομάδα γραμμών Noord – Oost, ένα παράδειγμα προβλήματος που 

περιέχει διάσπαση ή συνδυασμό, είναι το παρακάτω: 

• Το πρώτο ταξίδι είναι το 1t , το οποίο έχει σταθμό άφιξης τον σταθμό Ut , 

στον οποίο δεν μπορούν να προστεθούν σιδηροδρομικές μονάδες από το 

απόθεμα του σταθμού στα διάδοχα οχήματα ή να αφαιρεθούν 

σιδηροδρομικές μονάδες από το προκάτοχο όχημα και να αποθηκευτούν 

στο απόθεμα του σταθμού. 
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• Στην συνέχεια γίνεται διάσπαση του οχήματος του ταξιδιού 1t , σε δύο 

διάδοχα οχήματα που εκτελούν τα ταξίδια 2t  και 3t  με σταθμούς άφιξης, 

τους Gvc  και Rtd  αντίστοιχα. Στους σταθμούς  Gvc  και Rtd  μπορούν 

να προστεθούν σιδηροδρομικές μονάδες από το απόθεμα του σταθμού στο 

διάδοχο όχημα ή να αφαιρεθούν σιδηροδρομικές μονάδες από προκάτοχο 

όχημα στο απόθεμα του σταθμού. 

• Στην συνέχεια από τους σταθμούς Gvc  και Rtd  εκτελούνται δύο ταξίδια 

επιστροφής προς το σταθμό Ut , τα ταξίδια 4t  και 5t  αντίστοιχα. Δηλαδή, 

το διάδοχο ταξίδι του 2t  είναι το 4t  και το διάδοχο ταξίδι του 3t  είναι το 

5t . 

• Τέλος, τα οχήματα των ταξιδιών 4t  και 5t , ενώνονται στο σταθμό αφιξής 

τους, Ut , και το διάδοχο όχημα εκτελεί το τελευταίο ταξίδι 6t . 

Για την επίλυση του προβλήματος, χρησιμοποιείται η δείκτρια συνάρτηση  

( )654321 ,,,,, ppppppI , η οποία παίρνει τιμή 1, αν τα ταξίδια 654321 ,,,,, tttttt  έχουν 

τις συνθέσεις 654321 ,,,,, pppppp αντίστοιχα και 0 αλλιώς. 

 Με την παραπάνω δείκτρια οι ομάδες περιορισμών του βασικού μοντέλου 

2 και 3 αντικαθίστανται από την ομάδα περιορισμών: 

 

Ομάδα περιορισμών 37. 

( ) ( )∑=
65432 ,,,,

6543211 ,,,,,
ppppp

t ppppppIpI    
11 tPp ∈∀  

( ) ( )∑=
54321 ,,,,

6543216 ,,,,,
ppppp

t ppppppIpI    
66 tPp ∈∀  

 

Επίσης, επειδή δεν μπορούν να προστεθούν σιδηροδρομικές μονάδες από 

το απόθεμα του σταθμού στα διάδοχα οχήματα ή να αφαιρεθούν σιδηροδρομικές 

μονάδες στο προκάτοχο όχημα από το απόθεμα του σταθμού Ut , αυτό σημαίνει 
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ότι από τα οχήματα των ταξιδιών 541 ,, ttt  δεν μπορούν να αφαιρεθούν μονάδες 

από αυτά στο απόθεμα του σταθμού Ut , ούτε να προστεθούν  στα οχήματα των 

ταξιδιών 632 ,, ttt  μονάδες από το απόθεμα του σταθμού Ut . Επομένως, πρέπει να 

ισχύουν οι περιορισμοί: 

 

Ομάδα περιορισμών 38. 

                            MmUUU mtmtmt ∈∀=== ,0,,, 541
 

                            MmCCC mtmtmt ∈∀=== ,0,,, 632
 

 

Επίσης, επειδή στους σταθμούς  Gvc  και Rtd  μπορούν να προστεθούν 

σιδηροδρομικές μονάδες από το απόθεμα του σταθμού στο διάδοχο όχημα ή να 

αφαιρεθούν σιδηροδρομικές μονάδες στο προκάτοχο όχημα από το απόθεμα του 

σταθμού. Αυτό σημαίνει ότι από τα οχήματα των ταξιδιών 32 ,tt  μπορούν να 

αφαιρεθούν μονάδες και να αποθηκευτούν στα αποθέματα των σταθμών Gvc  και 

Rtd  αντίστοιχα. Επομένως, οι αντίστοιχοι περιορισμοί είναι: 

 

Ομάδα περιορισμών 39. 

       ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

MmppppppIppU

mm pp
pp

mmmt ∈∀⋅−= ∑
>

,,,,,,

42
61

2
,,

65432142,

νν

νν
K

 

       ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

MmppppppIppU

mm pp
pp

mmmt ∈∀⋅−= ∑
>

,,,,,,

53
61

3
,,

65432153,

νν

νν
K

 

Επίσης, στα οχήματα 54 ,tt  μπορούν να προστεθούν σιδηροδρομικές 

μονάδες από το απόθεμα τους σταθμούς Gvc  και Rtd  αντίστοιχα. Επομένως, οι 

αντίστοιχοι περιορισμοί είναι: 
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Ομάδα περιορισμών 40. 

        ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

MmppppppIppC

mm pp
pp

mmmt ∈∀⋅−= ∑
>

,,,,,,

24
61

2
,,

65432124,
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K

 

       ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

MmppppppIppC

mm pp
pp

mmmt ∈∀⋅−= ∑
>

,,,,,,

35
61

3
,,

65432135,

νν

νν
K

 

Οι ομάδες περιορισμών 38-40 αντικαθιστούν στο βασικό μοντέλο τις 

ομάδες περιορισμών 5 και 6. 

Για το παραπάνω παράδειγμα η χαλάρωση του περιορισμού 

( ) { }1,0,,,,, 654321 ∈ppppppI  δεν οδηγεί σε ακέραιες λύσεις.  

Όμως, αν στο παραπάνω μοντέλο προστεθούν οι παρακάτω ομάδες 

περιορισμών: 

 

Ομάδα περιορισμών 41. 

{ }1,0∈GvcU  

{ }1,0∈RtdU  

{ }1,0∈GvcC  

{ }1,0∈RtdC  

Ομάδα περιορισμών 42. 

                                         ( )∑
>

=

42
61 :,,

654321 ,,,,,
pp
pp

Gvc ppppppIU
K

 

                                        ( )∑
>

=

53
61 :,,

654321 ,,,,,
pp
pp

Rtd ppppppIU
K
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                                          ( )∑
>

=

24
61 :,,

654321 ,,,,,
pp
pp

Gvc ppppppIC
K

 

                                              ( )∑
>

=

35
61 :,,

654321 ,,,,,
pp
pp

Rtd ppppppIC
K

 

 

Ομάδα περιορισμών 43. 

                                                                MmiZC mti
∈∀=∀∈ + ,5,,2,, K  

 

Ομάδα περιορισμών 44. 

                                                                 MmiZU mt i
∈∀=∀∈ + ,5,,2,, K  

 Όπου +Z , το σύνολο των μη αρνητικών ακεραίων. 

 Επιπλέον, αν ισχύουν οι παρακάτω προϋποθέσεις, οι οποίες ισχύουν στην 

περίπτωση της ομάδας γραμμών της Noord – Oost, οι οποίες είναι: 

• Υπάρχουν δύο τύποι σιδηροδρομικών μονάδων οι οποίοι είναι, ο τύπος με 3 βαγόνια 

και ο τύπος με 4 βαγόνια. 

• Κάθε ταξίδι έχει το πολύ 15 βαγόνια. 

• Το πολύ δύο μονάδες μπορούν να προστεθούν από το απόθεμα του σταθμού ή να 

αφαιρεθούν την ίδια στιγμή. 

• Κάθε φορά που ένα όχημα διασπάται στο σταθμό Ut , το αριστερό κομμάτι συνεχίζει 

για το σταθμό Gvc  και το δεξιό συνεχίζει για το σταθμό Rtd . 

 

Και αν γίνει χαλάρωση του περιορισμού ( ) { }1,0,,,,, 654321 ∈ppppppI  στον 

περιορισμό ( ) [ ]1,0,,,,, 654321 ∈ppppppI  τότε, το παραπάνω μοντέλο αν έχει εφικτή 

λύση θα είναι ακέραια βέλτιστη λύση. 
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V. Μέθοδοι επίλυσης του μοντέλου σύνθεσης 

Οι Peeters and Kroon [20] λύνουν το πρόβλημα για ομάδες γραμμών που 

δεν απαιτούν διασπάσεις ή ενώσεις οχημάτων. Η επίλυση γίνεται αρχικά με τον 

αλγόριθμο Dantzig – Wolfe decomposition και για την πιο γρήγορη επίλυση 

χρησιμοποιείται γραφική αναπαράσταση και στην συνέχεια η ακέραια λύση 

δίνεται με τη μέθοδο Branch and Price. Η μέθοδος αυτή δουλεύει καλά για τις 

ανάγκες της NSR, όταν δεν απαιτούνται διασπάσεις ή ενώσεις οχημάτων. Η 

μέθοδος επεκτείνεται  για διασπάσεις ή ενώσεις οχημάτων μόνο αν μετά τη 

διάσπαση των οχημάτων, τα οχήματα στο επόμενο ταξίδι επιστρέφουν στο 

σταθμό που διασπάστηκαν και ξανά – ενώνονται, όμως, τα άλλα προβλήματα που 

απαιτούν διαφορετικής μορφής διασπάσεις ή ενώσεις οχημάτων δεν μπορούν να 

επιλυθούν με τον αλγόριθμο Dantzig – Wolfe decomposition.  

Ο  Maróti [1] βρήκε λύσεις μέσω ενός εμπορικού λογισμικού για 

προβλήματα μικτού ακεραίου προγραμματισμού (MIP – Mixed Integer 

Programming), το οποίο καλείται ILOG CPLEX 9.0. Η χωρητικότητα της μνήμης 

του υπολογιστή που χρησιμοποιήθηκε ήταν 512 Mb. Αν μετά από ένα ορισμένο 

αριθμό ωρών δεν βρεθεί λύση, τότε το πρόγραμμα διακόπτεται.  

 

vi.  Υπολογισμός του μοντέλου 

Ο  Maróti [1] υπολόγισε το μοντέλο σύνθεσης (βασικό μοντέλο με 

επέκταση για κυκλικό προγραμματισμό) για την ομάδα γραμμών Noord – Oost 

για μία γενική Τρίτη. Οι λύσεις βρίσκονται για διάφορα βάρη 1w , 2w , 3w  της 

αντικειμενικής συνάρτησης: 

                            ( ) ZwXwNwZXNF ⋅+⋅+⋅= 321,,  

Επίσης, ποικίλουν και τα όρια που πρέπει να έχουν, ο αριθμός των 

βαγονιών – χιλιομέτρων (αποτελεσματικότητα) N , ο αριθμός των έλλειψεων 
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θέσεων – χιλιομέτρων (ποιότητα) X , και το  συνολικό πλήθος των αλλαγών των 

μετατροπών του δρομολογίου (αξιοπιστία) Z . 

Τα βάρη προσαρμόζονται στις απαιτήσεις της NSR, δίνοντας ένα χαμηλό 

βάρος στο N  και θέτοντας τον περιορισμό 000,318≤N . Επίσης, έγιναν επιπλέον 

περιορισμοί με χαμηλότερο το άνω όριο του N και θέτοντας όρια στα X , Z . 

Επιπλέον κριτήρια είναι η μεγαλύτερη επιβάρυνση του πλήθους των μετατροπών 

σε ώρες αιχμής και η  μεγαλύτερη επιβάρυνση των ελλείψεων θέσεων πρώτης 

κλάσης. 

 

III. Σχεδιασμός / Μεθοδολογία / εκτέλεση έρευνας 

i.  Μοντέλο με σκοπό την ποιότητα των υπηρεσιών  

Το μοντέλο που έχει σκοπό μια πιο αποτελεσματική κάλυψη των 

αναγκών, είναι το μοντέλο που βελτιστοποιεί τη ποιότητα των υπηρεσιών, δηλαδή 

είναι το Μοντέλο σύνθεσης (Composition Model), του οποίου η αντικειμενική 

συνάρτηση είναι η ( ) XXF = , όπου η μεταβλητή X,  που αντιστοιχεί στο μέγεθος 

της ποιότητας, καλείται αριθμός των έλλειψεων θέσεων – χιλιομέτρων (seat - 

shortages  kilometers) που όπως ορίστηκε παραπάνω είναι: 

             
( )∑ ∑ ∑

∈ ∈ ∈

⋅⋅=
Tt Pp Cc

cpttt
t

spIdX ,,  

Και οι περιορισμοί του μοντέλου έχουν οριστεί παραπάνω (Ομάδα περιορισμών 

1-15). 

Η εκτίμηση της αναμενόμενης έλλειψης θέσεων για την κατηγορία c , cpts ,,  και για 

τακτικό προγραμματισμό είναι: 

                          ( )0,max ,,,, cpctcpts θλ −=  

Όπου , 
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• ct ,λ , η αναμενόμενη ζήτηση θέσεων για το ταξίδι t  και τη κατηγορία 

θέσεων c . 

• cp ,θ , το πλήθος των διαθέσιμων θέσεων της κατηγορίας c  του οχήματος 

με σύνθεση p . 

Η αναμενόμενη ζήτηση θέσεων για το ταξίδι t  και τη κατηγορία θέσεων c , 

ct ,λ , είναι άγνωστη και πρέπει να εκτιμηθεί. Η ζήτηση των θέσεων για το ταξίδι 

t  και τη κατηγορία θέσεων c , είναι τυχαία μεταβλητή και εξαρτάται διάφορους 

παράγοντες, όπως ποια ημέρα της εβδομάδας είναι (Δευτέρα, Τρίτη, κτλ.) και 

ποια είναι η εποχή (Άνοιξη, Καλοκαίρι, κτλ.) 

Ένα μοντέλο που εκτιμάει τη ζήτηση των θέσεων για το ταξίδι t  και τη 

κατηγορία θέσεων c , βάση των παραπάνω παραγόντων είναι η παλινδρόμηση 

Poisson (Poisson Regression) και η εξίσωση της παλινδόμησης είναι: 

                     
( )

θαναα

εερ

βββββ

βββββλ

ΦΚΑΣΠ

ΠΤΤ∆

⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+

⋅+⋅+⋅+⋅+=

IIIII
IIIIct

2322211615

141312110,log
 

Όπου,  

• ∆I , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Δευτέρα και 0 αλλιώς. 

• ρΤI , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Τρίτη και 0 αλλιώς. 

• εΤI , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Τετάρτη και 0 αλλιώς. 

• εΠI , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Πέμπτη και 0 αλλιώς. 

• αΠI , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Παρασκευή και 0 αλλιώς. 

• αΣI , παίρνει τιμή 1 αν η μέρα είναι Σάββατο και 0 αλλιώς. 

• νΑI , παίρνει τιμή 1 αν η εποχή είναι Άνοιξη και 0 αλλιώς. 

• αΚI , παίρνει τιμή 1 αν η εποχή είναι Καλοκαίρι και 0 αλλιώς. 
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• θΦI , παίρνει τιμή 1 αν η εποχή είναι Φθινόπωρο και 0 αλλιώς. 

Για κάθε ταξίδι Tt ∈  και για κάθε κατηγορία θέσεων Cc ∈ , εκτιμάται το παραπάνω 

μοντέλο. 

 

 

IV. Γενικά Συμπεράσματα 

Σύμφωνα με τις παραπάνω πληροφορίες που αντλήσαμε από τα μοντέλα 

επιχειρησιακής έρευνας για τον προγραμματισμό σιδηροδρομικού υλικού, αυτό που 

διαπιστώσαμε, αρχικά, είναι πως με τον σωστό σχεδιασμό των προβλημάτων των 

σιδηροδρόμων (είδος, χρονικό ορίζοντα, περιοχή ευθύνης, κλπ), μπορούμε να 

εντοπίσουμε την κύρια πηγή απ’όπου προέρχονται τα εκάστοτε προβλήματα και 

εφαρμόζοντας τις κατάλληλες επιστημονικές εργασίες οδηγούμαστε στην 

επιτυχημένη επίλυσή τους.  

Εν συνεχεία, με την εφαρμογή των κατάλληλων μοντέλων για τον προγραμματισμό 

του σιδηροδρομικού υλικού επιτυγχάνουμε την κάλυψη οποιασδήποτε ανάγκης 

προκύψη και την ταχύτερη επίλυση αυτής. 

Τέλος, εφαρμόζοντας όλα τα παραπάνω, η καλύτερη και γρηγορότερη εξυπηρέτηση 

του επιβατικού κοινού υλοποιείται με επιτυχία με αποτέλεσμα να μειωθεί αισθητά το 

ποσοστό αυτών οι οποίοι είναι δυσαρεστημένοι. 
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