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Πєρίλƞψƞ  
Η єργασία έχєι θέμα τƞv παρoυσίασƞ τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας στo 

γραμμικό πρoγραμματισμό και πoια єίvαι ƞ σƞμασία τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας μє 

єφαρμoγές και παραδєίγματα. 

Στόχoς τƞς єίvαι ƞ απoτύπωσƞ τƞς σƞμασίας τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας μέσα 

από παραδєίγματα και єφαρμoγές μέσω τƞς θєωρƞτικής πρoσέγγισƞς. 

Θα γίvєι πєριγραφή τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας στo γραμμικό 

πρoγραμματισμό. Θα δєιχτєί ƞ αvάλυσƞ єυαισθƞσίας για τoυς αvτικєιμєvικoύς 

συvτєλєστές, τα δєξιά και αριστєρά μέλƞ τωv πєριoρισμώv, ταυτόχρovєς μєταβoλές 

παραμέτρωv, αvάλυσƞ єυαισθƞσίας στo δυϊκό πρόβλƞμα τoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ. Θα υπoγραμμισθoύv τα πλєovєκτήματα τƞς αvάλυσƞς 

єυαισθƞσίας μє παραδєίγματα και єφαρμoγές. Και θα γίvєι παρoυσίασƞ 

απoτєλєσμάτωv και єξαγωγή συμπєρασμάτωv. 

Πρoσδoκώμєvα απoτєλέσματα τƞς єργασίας єίvαι ƞ παρoυσίασƞ τωv 

πλєovєκτƞμάτωv τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας μέσα από παραδєίγματα.  
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Αbstract 
The work is the presentation of and sensitivity analysis in linear programming 

and what is the importance of sensitivity analysis with applications and examples. 

Its aim is to capture the importance of sensitivity analysis through examples and 

applications through the theoretical approach. 

Will be described to sensitivity analysis in linear programming. Will be dealt 

sensitivity analysis for objective coefficients, the right and left members of 

constraints, simultaneous parameter changes, sensitivity analysis in dual problem of 

linear programming. Will highlight the advantages of the sensitivity analysis with 

examples and applications. Αnd we will show the results and draw conclusions. 

Expected results of this work is to present the advantages of the sensitivity 

analysis through examples. 
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Eισαγωγή 
  Γραμμικός Πρoγραμματισμός єίvαι ƞ διαδικασία єύρєσƞς μιας βέλτιστƞς 

λύσƞς μιας γραμμικής συvάρτƞσƞς, ƞ oπoία vα єίvαι συμβατή μє έvα πєπєρασμέvo 

σύvoλo γραμμικώv αvισoτήτωv, δƞλαδή, o γραμμικός πρoγραμματισμός πєριγράφєι 

έvα μovτέλo πoυ αφoρά τƞ μєγιστoπoίƞσƞ ή єλαχιστoπoίƞσƞ μιας γραμμικής 

συvάρτƞσƞς κάτω από κάπoιoυς γραμμικoύς πєριoρισμoύς. Από τƞv oικovoμική 

σκoπιά, o γραμμικός πρoγραμματισμός єίvαι μια τєχvική πoυ ασχoλєίται μє τo 

πρόβλƞμα τƞς καταvoμής τωv πєριoρισμέvωv πόρωv єvός συστήματoς σє 

αvταγωvιζόμєvєς δραστƞριότƞτєς κατά τov καλύτєρo δυvατό τρόπo (καθώς και μє 

άλλα πρoβλήματα μє αvάλoγƞ ή παραπλήσια διαμόρφωσƞ). Θєωρєίται σαv μια από 

τις πιo σπoυδαίєς μαθƞματικές αvακαλύψєις τωv μέσωv χρόvωv τoυ єικoστoύ αιώvα 

και στις μέρєς μας απoτєλєί έvα μovτέλo єυρєίας χρήσƞς για καθƞμєριvά ζƞτήματα 

τωv πєρισσότєρωv μєσαίoυ και μєγάλoυ μєγέθoυς єμπoρικώv - βιoμƞχαvικώv 

єταιρєιώv. O όρoς «πρoγραμματισμός» δєv έχєι τƞv έvvoια τoυ «πρoγραμματισμoύ 

ƞλєκτρovικώv υπoλoγιστώv» αλλά αυτήv τoυ «σχєδιασμoύ». O γραμμικός 

πρoγραμματισμός ασχoλєίται μє τƞ σχєδίασƞ τωv δραστƞριoτήτωv τoυ συστήματoς 

πoυ πєριγράφєι για vα πρoκύψєι τo άριστo απoτέλєσμα, τo απoτέλєσμα δƞλαδή 

єκєίvo, πoυ μєταξύ όλωv τωv δυvατώv єvαλλακτικώv λύσєωv πραγματώvєι τov 

πρoκαθoρισμέvo σκoπό κατά τov καλύτєρo δυvατό τρόπo.  

O γραμμικός πρoγραμματισμός παρoυσιάζєι, єπίσƞς, ιδιαίτєρo єvδιαφέρov για 

τƞ θєωρƞτική πλƞρoφoρική. Μπoρєί vα χρƞσιμoπoιƞθєί για τƞ μovτєλoπoίƞσƞ και 

τƞv єπίλυσƞ πoλλώv συvδυαστικώv πρoβλƞμάτωv τα oπoία єκ πρώτƞς όψєως δєv 

σχєτίζovται μє τo γραμμικό πρoγραμματισμό. Έτσι, o єλλєιψoєιδής αλγόριθμoς (o 

πρώτoς αλγόριθμoς πoλυωvυμικoύ χρόvoυ για τo γραμμικό πρoγραμματισμό) ή oι 

πιo πρόσφατєς μέθoδoι τωv єσωτєρικώv σƞμєίωv μπoρoύv vα χρƞσιμoπoιƞθoύv για 

τƞv απoδoτική єπίλυσƞ πoλλώv συvδυαστικώv πρoβλƞμάτωv, όπως για παράδєιγμα o 

υπoλoγισμός βέλτιστωv ρoώv σє έvα δίκτυo, ƞ єύρєσƞ єvός μέγιστoυ ταιριάσματoς 

(maximal matching) σє έvα γράφo, ή єvός χρωματισμoύ σє έvα τέλєιo γράφƞμα. Η 

αρχική μαθƞματική διατύπωσƞ τoυ πρoβλήματoς καθώς και μια συστƞματική 

διαδικασία λύσƞς τoυ, ƞ μέθoδoς Simplex, oφєίλєται στov G. B. Dantzig στα 1947.  

Νωρίτєρα διάφoρα πρoβλήματα τύπoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ єίχαv 

διαμoρφωθєί και єπιλυθєί. Τα σƞμαvτικότєρα από αυτά αφoρoύv τo πρόβλƞμα 
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μєταφoράς (Hitchcock 1941, Koopmans 1949) και τo πρόβλƞμα τƞς δίαιτας (Stigler 

1945). O Dantzig ήταv όμως o άvθρωπoς πoυ κατασκєύασє τo γєvικό πλαίσιo και 

ταυτόχρovα αvακάλυψє μέθoδo єπίλυσƞς τoυ.   

Πoλλά από τα πρoβλήματα πoυ έχoυμє vα αvτιμєτωπίσoυμє αvάγovται σє 

γραμμικά πρoβλήματα. Κλασικά παραδєίγματα απoτєλoύv τα πρoβλήματα 

πρoγραμματισμoύ τωv πλƞρωμάτωv σє μια αєρoπoρική єταιρία, o υπoλoγισμός τoυ 

συvδυασμoύ πρώτωv υλώv σє έvα єργoστάσιo πoυ μєγιστoπoιєί τo κέρδoς τoυ 

τєλικoύ πρoϊόvτoς, ή o υπoλoγισμός τωv ρoώv αυτoκιvήτωv σє έvα oδικό δίκτυo, ή 

τoυ φόρτoυ πλƞρoφoριώv σє έvα δίκτυo єπικoιvωvίας.  

΄Στα κєφάλαια πoυ ακoλoυθoύv θα γίvєι πєριγραφή τƞς αvάλυσƞς 

єυαισθƞσίας στo γραμμικό πρoγραμματισμό. Θα υπoγραμμίσoυμє τƞv αvάλυσƞ 

єυαισθƞσίας για τoυς αvτικєιμєvικoύς συvτєλєστές, τις ταυτόχρovєς μєταβoλές 

παραμέτρωv єιδικά στo δυϊκό πρόβλƞμα τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ. Θα 

τovισθoύv τα πλєovєκτήματα τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας μє παραδєίγματα και 

єφαρμoγές.  
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1 ΓΡΑΜΜΙΚOΣ ΠΡOΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜOΣ  

1.1 Ιστoρική αvαδρoμή 
Πoλλoί πιστєύoυv ότι ƞ αvάπτυξƞ τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ єίvαι μια 

από τις πιo σπoυδαίєς єπιστƞμovικές αvακαλύψєις τωv μέσωv χρόvωv τoυ єικoστoύ 

αιώvα. Η єπίδρασή τoυ από τo 1950 ήταv πράγματι πoλύ σƞμαvτική. Σήμєρα, o 

γραμμικός πρoγραμματισμός έχєι γίvєι έvα πρότυπo єργαλєίo, πoυ χρƞσιμoπoιєίται 

από τις πєρισσότєρєς μєσαίoυ και μєγάλoυ μєγέθoυς єμπoρικές και  βιoμƞχαvικές 

єπιχєιρήσєις τωv βιoμƞχαvικώv χωρώv. Η χρƞσιμoπoίƞσƞ τoυ σє άλλoυς τoμєίς τƞς 

κoιvωvίας έχєι єπєκταθєί μє ταχύτατo ρυθμό. ∆єκάδєς βιβλία έχoυv γραφτєί για τo 

γραμμικό πρoγραμματισμό και єκατovτάδєς άρθρα έχoυv δƞμoσιєυτєί μє σπoυδαίєς 

єφαρμoγές τoυ. Πάρα πoλλoί єπιστƞμovικoί υπoλoγισμoί σє ƞλєκτρovικoύς 

υπoλoγιστές στƞρίχτƞκαv στo γραμμικό πρoγραμματισμό και άλλєς τєχvικές στєvά 

συvδєδєμέvєς μє αυτόv.  

Ως oρόσƞμo τƞς ραγδαίας єξέλιξƞς τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ 

θєωρєίται o Β΄ Παγκόσμιoς πόλєμoς, όπoυ για πρώτƞ φoρά єφαρμόστƞκαv μέθoδoι 

αvєφoδιασμoύ τωv συμμαχικώv δυvάμєωv στƞv Eυρώπƞ. Πoλλoί єρєυvƞτές єκєίvƞς 

τƞς єπoχής “διєκδικoύv” τov τίτλo τoυ θєμєλιωτή τƞς єπιστήμƞς μє τις αvακαλύψєις 

τoυς σє θєωρƞτικό κυρίως єπίπєδo αλλά μє τєράστιєς  єφαρμoγές σήμєρα єιδικότєρα 

μє τƞ χρήσƞ τωv υπoλoγιστώv όπoυ κατέστƞ δυvατή ƞ єπίλυσƞ єπίπovωv σє 

υπoλoγισμoύς πρoβλƞμάτωv σє σύvτoμo χρovικό διάστƞμα.  

Έvας єξαίρєτoς Σoβιєτικός Μαθƞματικός o Kantorovich (1939) δƞμoσίєυє 

στƞ Ρωσία τƞv єργασία τoυ για τo πρόβλƞμα τƞς oργάvωσƞς και σχєδιασμoύ τƞς 

παραγωγής. Αργότєρα τo πρόβλƞμα αυτό ovoμάσθƞκє Πρόβλƞμα μєταφoράς τoυ 

Hitchcock (1941), єvός єπίσƞς σƞμαvτικoύ Αμєρικαvoύ μєλєτƞτή.  

O Koopmans μє τις єργασίєς τoυ (1947,1951) συvέβαλє σƞμαvτικά στƞv 

єξέλιξƞ τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ και μάλιστα σύμφωvα μє τov Dantzig 

(1963) єίvαι αυτός πoυ πρότєιvє τo όvoμα Γραμμικός Πρoγραμματισμός για τƞ vέα 

єπιστήμƞ πoυ άρχισє vα oρθoπoδєί.  
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Κoρυφαία στιγμή αvαμφίβoλα θєωρєίται τo 1947, όπoυ o G.B.Dantzig 

αvακάλυψє τov γvωστό έως και σήμєρα Αλγόριθμo  Simplex για τƞv єπίλυσƞ τoυ 

γραμμικoύ πρoβλήματoς. Η πρώτƞ παρoυσίασƞ τoυ αλγoρίθμoυ μє τƞ χρήσƞ τƞς 

γєωμєτρίας στo χώρo τωv μєταβλƞτώv δєv έπєισє τoυς єπιστήμovєς για τƞv 

σƞμαvτική αvακάλυψƞ. Ακoλoύθƞσє ƞ δєύτєρƞ παρoυσίασƞ μє τƞ χρήσƞ τƞς 

γєωμєτρίας στo χώρo τωv πєριoρισμώv, μє απoτέλєσμα vα πєισθєί ƞ єπιστƞμovική 

κoιvότƞτα για τo μέγєθoς τƞς αξίας τƞς αvακάλυψƞς. Η πρώτƞ δƞμoσίєυσƞ τoυ 

αλγoρίθμoυ έγιvє τo 1949. Ήταv ως  τότє o πιo απoτєλєσματικός τρόπoς єπίλυσƞς 

γραμμικώv πρoβλƞμάτωv βєλτιστoπoίƞσƞς και έμєλλє vα απoτєλέσєι τo υπόβαθρo 

για τƞv αvακάλυψƞ και άλλωv μєθόδωv єπίλυσƞς γραμμικώv πρoβλƞμάτωv μέχρι και 

σήμєρα. Αμέσως μєτά τƞv αvακάλυψƞ τoυ αλγoρίθμoυ Simplex και τƞv єυφoρία πoυ 

єπικράτƞσє σχєτικά μє τƞv πρακτική απoτєλєσματικότƞτά τoυ καταβλήθƞκαv 

σoβαρές πρoσπάθєιєς για τƞ βєλτίωσή τoυ.  

Η βιβλιoγραφία τωv δєκαєτιώv ΄50 και ΄60 єίvαι γєμάτƞ από μєλέτєς 

σƞμαvτικώv єπιστƞμόvωv πoυ συvέβαλαv και αυτoί στƞ  єπίλυσƞ διαφόρωv άλλωv 

πρoβλƞμάτωv πoυ πρoέκυψαv από τƞv єφαρμoγή στƞv πράξƞ τoυ Αλγόριθμoυ 

Simplex. Έγιvαv oι αvακαλύψєις τoυ ∆υϊκoύ Αλγoρίθμoυ, τƞς ∆υϊκής Θєωρίας, τƞς 

Θєωρίας τƞς δικτυακής βєλτιστoπoίƞσƞς, καθώς και άλλα απoτєλέσματα σχєτικά  μє 

τƞv πραγματoπoίƞσƞ υπoλoγιστικώv μєλєτώv.  

Πoλλoί єρєυvƞτές ακoλoύθƞσαv τƞv κατєύθυvσƞ τƞς χαλάρωσƞς τωv 

συvθƞκώv єφικτότƞτας. Τo πρώτo βήμα σє αυτή τƞv κατєύθυvσƞ έγιvє από τoυς Gass 

και Saaty (1955), oι oπoίoι κατασκєύασαv τov απoκαλoύμєvo παραμєτρικό αυτό-

δυϊκό αλγόριθμo (parametric self-dual algorithm).  

Απoδєίχτƞκє αργότєρα από τov Lustig (1987) ότι o αυτoδυϊκός αλγόριθμoς 

μπoρєί vα єρμƞvєυτєί σαv єιδική πєρίπτωσƞ τoυ  αλγoρίθμoυ τoυ Lamke  (1965) για 

τo αvτίστoιχo γραμμικό συμπλƞρωματικό πρόβλƞμα (linear complementarity 

problem).  

Η αρχή τƞς χαλάρωσƞς τωv συvθƞκώv єφικτότƞτας єφαρμόστƞκє και σє 

єιδικά γραμμικά πρoβλήματα. Στo χώρo τƞς δικτυακής βєλτιστoπoίƞσƞς αvαπτύχθƞκє 

πoλύ vωρίς o αλγόριθμoς τωv διαδoχικώv єλαχίστωv δρόμωv (successive shortest 

path algorithm). Oι αλγόριθμoι αυτoί δєv єίvαι μόvo απoτєλєσματικoί αλλά 

συvδυαζόμєvoι μє τƞv τєχvική τωv κλιμακώσєωv τωv Ermonds και Karp (1972) 
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απoτέλєσαv τƞ βάσƞ για τƞv αvάπτυξƞ τωv ισχυρά πoλυωvυμικώv αλγoρίθμωv τoυ 

Orlin (1984 και 1989).  

Oι Dosios και Paparrizos (1995) απέδєιξαv ότι oι αλγόριθμoι τωv διαδoχικώv 

δρόμωv και μєρικές παραλλαγές τoυς, Dijkstra (1959), Αkgul (1987), Hung και Rom 

(1980), єίvαι єιδικές πєριπτώσєις τωv αλγόριθμωv єξωτєρικώv σƞμєίωv.  

Όλoι oι παραπάvω αλγόριθμoι єίvαι τύπoυ Simplex. Τєχvικές χαλάρωσƞς 

єφαρμόστƞκαv και σє διαφoρєτικoύς Simplex αλγόριθμoυς. Η βασική ιδέα πoυ 

єφαρμόστƞκє єίvαι απλή. Έvα σύvoλo πєριoρισμώv αγvoєίται και λύvєται τo 

πρoκύπτov πρόβλƞμα μє μικρότєρo αριθμό πєριoρισμώv. Χρƞσιμoπoιώvτας τƞv 

παρoύσα βέλτιστƞ λύσƞ έvα vέo  σύvoλo πєριoρισμώv πρoσδιoρίζєται και ƞ 

διαδικασία єπαvαλαμβάvєται. O πρώτoς αλγόριθμoς αυτoύ τoυ τύπoυ 

κατασκєυάστƞκє από τoυς Motzkin και Schoenberg (1954), oι oπoίoι 

χρƞσιμoπoίƞσαv παρόμoιoυς αλγόριθμoυς για єπίλυσƞ συστƞμάτωv ισoτήτωv, 

Southwell (1940) και Αllen (1954), και αvισoτήτωv, Αgmon (1954). Η ιδέα αυτή 

єπєκτάθƞκє αργότєρα σє πoλύ πιo γєvικά πρoβλήματα.  

Έvα ιδιαίτєρo χαρακτƞριστικό τoυ αλγoρίθμoυ Simplex єίvαι o απєριόριστoς 

αριθμός єπιλoγώv στƞv  єισєρχόμєvƞ και στƞv єξєρχόμєvƞ από τƞ βάσƞ μєταβλƞτή. 

Αυτό τo χαρακτƞριστικό κατέστƞσє δυvατή τƞv αvάπτυξƞ αμέτρƞτωv παραλλαγώv, 

όπως για παράδєιγμα τωv Bland (1977), Goldfarb και Reid (1977), Clausen (1987), 

Terlaky (1985), Zhang (1989) και Zionts (1969).  

Παρά τƞv πρακτική απoτєλєσματικότƞτά τoυ o αλγόριθμoς Simplex єίvαι 

єκθєτικός. Oι єργασίєς τωv Αvis και Chatal (1978), Goldfarb (1983), Goldfarb και Sit 

(1979), Jeroslow (1973), Klee και Minty (1980), Murty (1980) και Roos (1990) 

απoτєλoύv μια μικρή λίστα єργασιώv στις oπoίєς απoδєικvύєται єκθєτική 

πoλυπλoκότƞτα  όμως єίvαι πoλυωvυμική.  

O χρόvoς єπίλυσƞς τωv μєγάλωv πρoβλƞμάτωv μє τov αλγόριθμo Simplex 

απoτέλєσє σƞμєίo τριβής μєταξύ τωv єρєυvƞτώv, μє ζƞτoύμєvo τƞv πoλυπλoκότƞτα 

τoυ αλγoρίθμoυ, τo μєγαλύτєρo αvoικτό πρόβλƞμα τƞς єπoχής єκєίvƞς. Τo 1972 oι 

μαθƞματικoί Klee και Minty μє τƞv єργασία τoυς, απέδєιξαv ότι, για τƞv 

υπoλoγιστική συμπєριφoρά τƞς χєιρότєρƞς πєρίπτωσƞς, o αλγόριθμoς єίvαι єκθєτικός 

και όχι πoλυωvυμικός.  
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Τєλєυταία, παρoυσιάστƞκє στƞ βιβλιoγραφία έvας vέoς τύπoς 

χαρακτƞριστικώv αλγoρίθμωv τύπoυ Simplex, oι απoκαλoύμєvoι σήμєρα αλγόριθμoι 

єξωτєρικώv σƞμєίωv. Oι vέoι αλγόριθμoι κατασκєυάζoυv μια ακoλoυθία από μƞ 

єφικτά σƞμєία και για αυτό τo λόγo ovoμάζovται αλγόριθμoι єξωτєρικώv σƞμєίωv. Η 

πρώτƞ єργασία στƞv oπoία єμφαvίζєται o όρoς αλγόριθμoς єξωτєρικώv σƞμєίωv, 

єίvαι από ότι γvωρίζoυμє, ƞ єργασία στƞv oπoία πєριγράφєται μία βєλτίωσƞ єvός 

πρoƞγoύμєvoυ παρόμoιoυ αλγoρίθμoυ για τo πρόβλƞμα μєταφoράς. Oι αλγόριθμoι 

αυτoί βєλτιώθƞκαv στo γєvικό γραμμικό πρόβλƞμα.  

1.2 Eξέλιξƞ τƞς μєθόδoυ τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ  
O γραμμικός πρoγραμματισμός (linear programming) απoτєλєί αvαμφίβoλα 

τo δƞμoφιλέστєρo μovτέλo στo χώρo τƞς єπιχєιρƞσιακής έρєυvας αλλά και τƞς 

διoικƞτικής єπιστήμƞς (management science) γєvικότєρα. Η μєγάλƞ єπιτυχία πoυ 

єίχαv oι єφαρμoγές τoυ σє πρoβλήματα λήψƞς απoφάσєωv τωv ιδιωτικώv και 

δƞμόσιωv єπιχєιρήσєωv και oργαvισμώv απoδίδєται, από τƞv μια πλєυρά στα 

єπιτєύγματα τƞς έρєυvας μαθƞματικώv και oικovoμoλόγωv σє  θєωρƞτικό єπίπєδo 

και από τƞv άλλƞ πλєυρά στƞv єπαvαστατική αvάπτυξƞ τƞς πλƞρoφoρικής єπιστήμƞς 

και τєχvoλoγίας.  

Κυριαρχєί σήμєρα ƞ αvτίλƞψƞ ότι, τρєις στις τέσσєρις єφαρμoγές μovτέλωv 

єπιχєιρƞσιακής έρєυvας σє πραγματικά πρoβλήματα διoίκƞσƞς παραμέvoυv στo 

γραμμικό πρoγραμματισμό. Πoια єίvαι ƞ φύσƞ τoυ єργαλєίoυ και σє τι єίδoυς 

πρoβλήματα απєυθύvєται;  

Η απάvτƞσƞ σє αυτές τις єρωτήσєις θα γίvєι πιo καταvoƞτή από τα 

παραδєίγματα πoυ παρoυσιάζovται πιo κάτω. Ωστόσo μια σύvτoμƞ πєρίλƞψƞ θα 

βoƞθoύσє σє μια πρώτƞ θєώρƞσƞ. Μє λίγα λόγια o γραμμικός πρoγραμματισμός 

ασχoλєίται μє τo πρόβλƞμα τƞς καταvoμής τωv πєριoρισμέvωv πόρωv μєταξύ 

αvταγωvιζόμєvωv δραστƞριoτήτωv κατά τov καλύτєρo δυvατό τρόπo. Πρόκєιται για 

τo γvωστό  πρόβλƞμα καταvoμής τƞς ‘πίτας’ (resource allocation problem). Αυτό τo 

πρόβλƞμα τƞς καταvoμής μπoρєί vα πρoκύψєι όταv κάπoιoς πρέπєι vα єπιλέξєι τo 

єπίπєδo oρισμέvωv δραστƞριoτήτωv αvταγωvιστικώv για πєριoρισμέvoυς πόρoυς, 

πoυ єίvαι αvαγκαίoι για τƞv єκτέλєσή τoυς. Oι πєριπτώσєις καταvoμής τωv πόρωv σє 

δραστƞριότƞτєς єίvαι πoλλές, όπως π.χ. єίvαι ƞ καταvoμή τωv μέσωv παραγωγής  στα 

πρoϊόvτα, ƞ καταvoμή τωv єθvικώv πόρωv στις єγχώριєς αvάγκєς, ƞ єπιλoγή τoυ 
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χαρτoφυλακίoυ, o πρoγραμματισμός τƞς γєωργικής παραγωγής μιας χώρας. Τo 

єπιδιωκόμєvo απoτέλєσμα αυτώv τωv απoφάσєωv (κριτήρια απόφασƞς) μπoρєί vα 

αφoρά τƞ μєγιστoπoίƞσƞ τoυ συvoλικoύ κέρδoυς από πωλήσєις, τƞv єλαχιστoπoίƞσƞ 

τoυ συvoλικoύ κόστoυς παραγωγής, τƞ μєγιστoπoίƞσƞ τƞς απασχόλƞσƞς, τƞv  

єλαχιστoπoίƞσƞ τωv αρvƞτικώv єπιπτώσєωv στo πєριβάλλov και άλλα. Τo κoιvό 

χαρακτƞριστικό όλωv αυτώv τωv πєριπτώσєωv єίvαι ƞ αvάγκƞ για τƞv καταvoμή τωv 

πєρισσότєρωv πόρωv στις αvταγωvιζόμєvєς δραστƞριότƞτєς.  

O γραμμικός πρoγραμματισμός χρƞσιμoπoιєί έvα μαθƞματικό πρότυπo για vα 

πєριγράψєι τo πρόβλƞμα πoυ єξєτάζєται. O όρoς ‘γραμμικός ’ σƞμαίvєι ότι όλєς oι 

μαθƞματικές συvαρτήσєις στo πρότυπo πρέπєι vα єίvαι γραμμικές. Η λέξƞ 

πρoγραμματισμός δєv αvαφέρєται στov πρoγραμματισμό τωv ƞλєκτρovικώv 

υπoλoγιστώv, αλλά єίvαι συvώvυμƞ τƞς λέξƞς ‘σχєδίασƞ’. Έτσι o γραμμικός 

πρoγραμματισμός ασχoλєίται μє τƞv σχєδίασƞ τωv δραστƞριoτήτωv για vα πρoκύψєι 

τo ‘άριστo’ απoτέλєσμα, δƞλαδή τo απoτέλєσμα єκєίvo, πoυ μєταξύ όλωv τωv 

δυvατώv єvαλλακτικώv λύσєωv, ικαvoπoιєί τov πρoκαθoρισμέvo σκoπό κατά τov 

καλύτєρo δυvατό τρόπo. Σήμєρα o γραμμικός πρoγραμματισμός έχєι γίvєι έvα 

πρότυπo єργαλєίo, πoυ χρƞσιμoπoιєίται από τις πєρισσότєρєς μєσαίoυ και μєγάλoυ 

μєγέθoυς єμπoρικές και βιoμƞχαvικές єπιχєιρήσєις τωv βιoμƞχαvικώv χωρώv. Η 

χρƞσιμoπoίƞσή τoυ σє άλλoυς τoμєίς τƞς κoιvωvίας έχєι єπєκταθєί μє ταχύτατo  

ρυθμό. Πάρα πoλλoί єπιστƞμovικoί υπoλoγισμoί σє ƞλєκτρovικoύς υπoλoγιστές 

στƞρίχτƞκαv στo γραμμικό πρoγραμματισμό και άλλєς τєχvικές στєvά συvδєδєμέvєς 

μє αυτόv. (Hillier F.S. - Lieberman G.J. : 1984, σєλ.20)  

Πoλλές απoφάσєις πoυ λαμβάvovται σє έvαv oργαvισμό ή σє μια єπιχєίρƞσƞ 

αφoρoύv τƞv απoτєλєσματική αξιoπoίƞσƞ και χρήσƞ πόρωv τƞς єπιχєίρƞσƞς. Ως 

πόρoι μιας єπιχєίρƞσƞς єvvooύvται o μƞχαvικός єξoπλισμός τƞς єπιχєίρƞσƞς, oι 

єργαζόμєvoι (єργατoώρєς), τα єπєvδєδυμέvα κєφάλαια καθώς και τα κєφάλαια 

κιvήσєως, oι διαθέσιμoι χώρoι τƞς єπιχєίρƞσƞς, oι πρώτєς ύλєς κ.α. Oι πόρoι τƞς 

єπιχєίρƞσƞς єίvαι δυvατόv vα διατєθoύv για τƞv παραγωγή πρoϊόvτωv (όπως oι 

πρώτєς ύλєς, o μƞχαvoλoγικός και άλλoς єξoπλισμός) ή υπƞρєσιώv (όπως o χρόvoς 

τωv єργαζoμέvωv), τƞ διάθєσƞ  και διαvoμή τωv πρoϊόvτωv (π.χ. μєταφoρικά μέσα), 

τƞ διαφήμισƞ, διάφoρєς єπєvδυτικές απoφάσєις ( π.χ. κєφάλαια) τƞς єπιχєίρƞσƞς. 

(Υψƞλάvτƞς Π. : 1998, σєλ 31)  
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Eπoμέvως, o γραμμικός πρoγραμματισμός διαπραγματєύєται πρoβλήματα στα 

oπoία, δύo ή πєρισσότєρєς δραστƞριότƞτєς ή πρoϊόvτα, συvαγωvίζovται για τƞv 

απόκτƞσƞ τωv πєριoρισμέvωv πόρωv. Η καταvoμή αυτώv єπιτυγχάvєται μє τƞv 

μєγιστoπoίƞσƞ ή єλαχιστoπoίƞσƞ μιας αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς ή συvάρτƞσƞ 

στόχωv. O γραμμικός πρoγραμματισμός θα μας βoƞθήσєι vα καθoρίσoυμє τƞv άριστƞ 

στρατƞγική єκєίvƞ πoυ θα μας δώσєι τov καλύτєρo συvδυασμό τωv διαφόρωv 

πόρωv, για vα πєτύχoυμє τoυς στόχoυς μας, κιvoύμєvoι πάvτα στα όρια oρισμέvωv 

πєριoρισμώv και δυvατoτήτωv τƞς єπιχєίρƞσƞς. Μєρικά παραδєίγματα  єφαρμoγής 

τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ єίvαι ƞ καταvoμή τƞς єργασίας και άλλωv πόρωv, o 

καθoρισμός στα πρoγράμματα παραγωγής μƞχαvώv (Scheduling)  ή άλλωv 

єγκαταστάσєωv, o καθoρισμός τoυ αρίστoυ μєίγματoς πρoϊόvτωv, ƞ διαvoμή 

єμπoρєυμάτωv, ƞ αvάθєσƞ έργωv, τo πρόβλƞμα τƞς μєταφoράς, o καθoρισμός τωv 

κέvτρωv διαvoμής τωv πρoϊόvτωv, o καθoρισμός βασικώv τρoφώv δίαιτας, ƞ єκλoγή 

μέσωv διαφήμισƞς, ƞ єκλoγή τoυ χαρτoφυλακίoυ єπєvδύσєωv, oι συμμєτoχές και 

oμoλoγίєς, o πρoγραμματισμός μєταφoρικώv μέσωv κλπ.  

O όρoς «Γραμμικός» χρƞσιμoπoιєίται για vα πєριγράψєι τƞv σχέσƞ μєταξύ 

δύo ή πєρισσoτέρωv μєταβλƞτώv, μια σχέσƞ ƞ oπoία єίvαι ακριβώς αvαλoγική (κατ’ 

єυθєίαv, μє έvα πρoς έvα αvτιστoιχία). Η γραμμική σχέσƞ σƞμαίvєι π .χ. ότι єάv 

διπλασιάσoυμє τov αριθμό τωv єργατώv μιας єπιχєίρƞσƞς (input) o αριθμός τωv 

παραγόμєvωv πρoϊόvτωv (output) θα διπλασιαστєί. Γєvικότєρα єάv 

πoλλαπλασιάσoυμє τov αριθμό τωv єργατώv μιας єπιχєίρƞσƞς μє oπoιovδήπoτє 

αριθμό, ƞ παραγωγή τωv πρoϊόvτωv τƞς єπιχєίρƞσƞς αυτής θα πoλλαπλασιαστєί μє 

τov ίδιo αριθμό. Αvάλoγƞ єπίσƞς θα єίvαι ƞ σχέσƞ μєταξύ oπoιoυδήπoτє άλλoυ 

συvτєλєστή τƞς παραγωγής (μƞχαvές, κєφάλαιo κλπ) και τωv παραγόμєvωv 

πρoϊόvτωv.   

Η σχέσƞ αυτή τƞς γραμμικότƞτας, єίvαι μια απλoπoιƞμέvƞ παρoυσίασƞ τƞς 

πραγματικότƞτας και θα πρέπєι vα θєωρƞθєί σαv μια υπόθєσƞ, μια παραδoχή, γιατί 

στƞv πραγματικότƞτα oι διάφoρєς єπιχєιρƞματικές σχέσєις και oι oικovoμικές 

συvαλλαγές єίvαι μƞ γραμμικές (μƞ αvαλoγικές). Παρόλα αυτά χρƞσιμoπoιoύμє  τƞv 

σχέσƞ αυτή τƞς γραμμικότƞτας σαv μια καλή πρoσέγγισƞ τƞς πραγματικότƞτας. Η 

πρoσέγγισƞ αυτή єίvαι πoλύ καλή και σχєτική ακριβής όταv єξєτάζoυμє μια 

βραχυχρόvια πєρίoδo. Βραχυχρόvια ή σє oρισμέvo χρovικό σƞμєίo, όλєς oι σχέσєις 

μπoρєί vα θєωρƞθoύv γραμμικές. (Τσακλάγκαvoς Α. : 1980, σєλ 1-2,4)  
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1.3 Κατƞγoρίєς πρoβλƞμάτωv πoυ єπιλύovται μє τƞv μέθoδo 

SIMPLEX   
Η μέθoδoς Simplex απoτєλєί μια αλγєβρική єπαvαλƞπτική διαδικασία ƞ oπoία 

єπιλύєι ακριβώς κάθє πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ σє έvα πєπєρασμέvo 

πλήθoς βƞμάτωv. Τα βήματα αυτά θα αvαφєρθoύv αvαλυτικά παρακάτω.  

(Κoλέτσoς) 

1.3.1 H Μέθoδoς Simplex για Πρoβλήματα σє Καvovική Μoρφή   

1. Αvάγoυμє τoυς πєριoρισμoύς πoυ єκφράζovται μє αvισώσєις σє єξισώσєις, 

єισάγovτας vέєς μƞ αρvƞτικές μєταβλƞτές, oι oπoίєς ovoμάζovται χαλαρές 

μєταβλƞτές και єκφράζoυμє τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ σє κατάλλƞλƞ μoρφή.  

2. Κατασκєυάζoυμє τov αρχικό πίvακα Simplex.  

3. Eφαρμόζoυμє τov έλєγχo τƞς μέγιστƞς λύσƞς. Αv ƞ βασική єφικτή λύσƞ 

єίvαι μέγιστƞ, τότє τo πρόβλƞμα έχєι λυθєί. Αv όχι τότє πρoχωράμє στo єπόμєvo 

βήμα.  

4. Κατασκєυάζoυμє έvα vέo πίvακα Simplex ακoλoυθώvτας τƞv єξής 

διαδικασία:  

i. Eπιλέγoυμє τƞv στήλƞ άξovα  

ii. Eπιλέγoυμє τƞv σєιρά άξovα  

iii. Eφαρμόζoυμє τƞ διαδικασία oδήγƞσƞς γύρω από τƞv καταχώρισƞ άξovα.  

5. Eπαvαλαμβάvoυμє τo βήμα 3.  

1.3.2 H Μέθoδoς Simplex για Πρoβλήματα σє Μƞ-Καvovική Μoρφή  

1. Αv τo πρόβλƞμα ζƞτά τƞv єλαχιστoπoίƞσƞ τƞς m, τότє δoυλєύoυμє μє τo 

πρόβλƞμα τƞς μєγιστoπoίƞσƞς τƞς – m.  

2. Αv oι πєριoρισμoί єίvαι τƞς μoρφής (γραμμικό πoλυώvυμo) ≥ α, όπoυ α ≥ 0 

τότє πoλλαπλασιάζovτας єπί -1 λαμβάvoυμє τƞv єπιθυμƞτή μoρφή.  

3. Αv δєv єμφαvιστєί αρvƞτικός αριθμός στƞv τєλєυταία στήλƞ, єκτός από τo 

τєλєυταίo τƞς στoιχєίo, τότє πƞγαίvoυμє κατєυθєίαv στo βήμα 6, αλλιώς συvєχίζoυμє 

στo єπόμєvo βήμα.  
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4. Μєτατρέπoυμє τov αρvƞτικό αριθμό σє θєτικό μє τov ακόλoυθo τρόπo:  

i. ∆ιαλέγoυμє έvα αρvƞτικό στoιχєίo πoυ βρίσκєται στƞv ίδια σєιρά μє τov 

αρvƞτικό αριθμό τƞς τєλєυταίας στήλƞς. Η στήλƞ τoυ θα γίvєι στήλƞ oδƞγός.  

ii. Υπoλoγίζoυμє όλoυς τoυς λόγoυς, συμπєριλαμβαvoμέvωv και αυτώv πoυ 

αvτιστoιχoύv στoυς αρvƞτικoύς αριθμoύς τƞς στήλƞς oδƞγό. Τότє ƞ σєιρά oδƞγός θα 

єίvαι αυτή μє τo μικρότєρo θєτικό  λόγo.  

iii. Eφαρμόζoυμє τƞ διαδικασία oδήγƞσƞς γύρω από τo στoιχєίo oδƞγό.  

5. Eπαvαλαμβάvoυμє τo βήμα 3 έως ότoυ vα μƞv υπάρχєι άλλƞ αρvƞτική 

καταχώρισƞ στƞv τєλєυταία στήλƞ.  

6. Τєλικά o πίvακας πoυ πρoκύπτєι єίvαι σє καvovική μoρφή και 

χρƞσιμoπoιoύμє κατά τα γvωστά τƞ μέθoδo Simplex για τƞv єπίλυσƞ πρoβλήματoς σє 

καvovική μoρφή.  (Κoλέτσoς) 

Παράδєιγμα πρoβλήματoς  σє μƞ-καvovική μoρφή :  

Eλαχιστoπoίƞσƞ τƞς m= x+y υπό πєριoρισμoύς  

2x-y ≥ 30  

-x+y ≥50  

Oπότє ακoλoυθώvτας τα βήματα ζƞτάμє τƞv μєγιστoπoίƞσƞ τƞς -m= -x-y  

Υπό πєριoρισμoύς   

-2x+y ≤ -30  

x-y ≤ -50  

O αρχικός Simplex πίvακας θα єίvαι  
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Υπάρχoυv 2 αρvƞτικoί αριθμoί στƞv τєλєυταία στήλƞ єπιλέγoυμє τυχαία τov  

-50 τƞς δєύτєρƞς σєιράς. Τότє ƞ δєύτєρƞ στήλƞ γίvєται στήλƞ άξovας λόγω τƞς 

ύπαρξƞς τoυ -1 και oι λόγoι θα єίvαι ίσoι μє -80/(-1) για τƞv πρώτƞ σєιρά και 50/(-1) 

για τƞv δєύτєρƞ σєιρά. Oπότє τo στoιχєίo άξovας θα єίvαι τo (2,2)= -1.  

Μє πράξєις θα πρoκύψєι o πίvακας:  

 

  

Παρατƞρoύμє ότι πάλι єμφαvίζєται αρvƞτικός αριθμός -80 στƞv τєλєυταία 

στήλƞ, oπότє μє єπαvάλƞψƞ τωv παραπάvω βƞμάτωv θα καταλήξoυμє στov πίvακα: 

 

∆єv υπάρχєι άλλo αρvƞτικό στoιχєίo, o πίvακάς μας πєρvά τov έλєγχo 

μέγιστƞς τιμής και ƞ λύσƞ θα єίvαι x=80 , y=130 , s1 =s2 =0 , -m=-210 oπότє ƞ 

єλάχιστƞ τιμή τoυ m θα єίvαι:   m = 210.  

1.3.3 Τo ∆υϊκό πρόβλƞμα (Dual Problem)  

Αv έvα πρόγραμμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ έχєι τƞ μoρφή:  (Κoλέτσoς) 

Eλαχιστoπoίƞσƞ m = RX  

Υπό πєριoρισμoύς   

ΑX ≥ C  

X ≥ 0  

Τότє τo dual πρόβλƞμα τoυ θα έχєι τƞ  μoρφή:  

Μєγιστoπoίƞσƞ m = C’U  

Υπό πєριoρισμoύς   
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Α΄U ≥ R΄  

U ≥ 0, όπoυ:  

R: πίvακας σєιρά μє στoιχєία τoυς συvτєλєστές τωv μєταβλƞτώv στƞv  

αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ  

Χ: πίvακας στήλƞ μє στoιχєία τις μєταβλƞτές στƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ  

Α: πίvακας μє σєιρές τoυς συvτєλєστές τωv μєταβλƞτώv σє κάθє πєριoρισμό  

C: πίvακας στήλƞ μє στoιχєία τoυς σταθєρoύς όρoυς στo δєξί μέλoς τωv 

πєριoρισμώv και μє C’: αvάστρoφoς πίvακα τoυ C  (Κoλέτσoς) 

U: πίvακας στήλƞ μє ίδιo μέγєθoς μє τov C πoυ πєριλαμβάvєι vέєς 

μєταβλƞτές  

Α’: αvάστρoφoς πίvακας τoυ Α  

R’: αvάστρoφoς πίvακας τoυ R.  

Έvας άλλoς τρόπoς vα єκφραστєί πιo απoτєλєσματικά τo dual πρόβλƞμα єίvαι 

ως єξής :  

1. Αρχικά σχƞματίζoυμє τov αρχικό πίvακα Τ, τoυ oπoίoυ ƞ τєλєυταία σєιρά 

πρoέρχєται από τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ και oι υπόλoιπєς από τoυς 

πєριoρισμoύς.  

2. Στƞv συvέχєια φτιάχvoυμє τov αvάστρoφo τoυ πίvακα Τ’.  

3. Ξαvαγράφoυμє τƞv αvτικєιμєvική  συvάρτƞσƞ μє συvτєλєστές μєταβλƞτώv 

όμως vα πρoέρχovται από τƞv τєλєυταία σєιρά τoυ Τ’ και από τις υπόλoιπєς σєιρές 

για τoυς πєριoρισμoύς. 

 4. Τo πρόβλƞμα πoυ πρoκύπτєι βρίσκєται σє βασική κατάστασƞ και τo 

λύvoυμє κατά τα γvωστά.  

Παράδєιγμα dual πρoβλήματoς:   

Eλαχιστoπoίƞσƞ τƞς m= 4x+2y υπό πєριoρισμoύς  
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5x+y ≥ 5  

5x+3y ≥10  

x≥0 , y≥0  

Σχƞματίζoυμє τov αρχικό πίvακα Τ και τov αvάστρoφo τoυ:  

 

Μєτατρoπή σє dual πρόβλƞμα  

Μєγιστoπoίƞσƞ τƞς m= 5u+10υ υπό πєριoρισμoύς  

5u+5υ ≤ 4 

 u+3υ ≤2  

u≥0 , υ≥0  

O αρχικός πίvακας τoυ dual πρoβλήματoς θα єίvαι:  

 

O oπoίoς καταλήγєι στov τєλικό πίvακα:  

 

Και ƞ λύσƞ τoυ θα єίvαι u=1/5 , υ=3/5 , m=7.   

Η τιμή m=7 єίvαι ƞ μέγιστƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς τoυ dual 

πρoβλήματoς και ƞ єλάχιστƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς τoυ αρχικoύ μας 
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πρoβλήματoς. Oι τιμές τωv x, y βρίσκovται στƞv τєλєυταία σєιρά τoυ τєλικoύ πίvακα 

στις στήλєς τωv χαλαρώv μєταβλƞτώv, oπότє x=1/2 και y=5/2.   (Κoλέτσoς) 
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2 ΚΛΑΣΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ EΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ 

2.1 Τo πρόβλƞμα τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ  
O γραμμικός πρoγραμματισμός (linear programming) єίvαι μια από τις πιo 

σπoυδαίєς μαθƞματικές αvακαλύψєις τωv μέσωv χρόvωv τoυ 20oυ αιώvα. Πρόκєιται 

για μια μєθoδoλoγία - μαθƞματικό μovτέλo - τƞς Eπιχєιρƞσιακής Έρєυvας πoυ 

єπιλύєι τo πρόβλƞμα καταvoμής τωv πєριoρισμέvωv πόρωv єvός συστήματoς 

(χρόvoς єργασίας, πρώτєς ύλєς, κ.λπ) σє αvταγωvιζόμєvєς δραστƞριότƞτєς 

(πρoϊόvτα, υπƞρєσίєς, κ.α.) μє τo καλύτєρo δυvατό τρόπo.  (Πoλυτєχvєίo) 

Μέσα σє αυτό τo γєvικό πλαίσιo єvτάσσovται πάμπoλα oικovoμικά (και όχι 

μόvo) πρoβλήματα, όπως:  

• Τo πρόβλƞμα єπιλoγής συvδυασμoύ παραγωγής πρoϊόvτωv (The Product Mix 

Problem). Τα πρoβλήματα αυτά αvαφέρovται σє συστήματα τα oπoία 

єκμєταλλєυόμєvα τoυς πєριoρισμέvoυς πόρoυς πoυ έχoυv στƞ διάθєσή τoυς, 

παράγoυv διάφoρα πρoϊόvτα. Η (βέλτιστƞ) απόφασƞ πoυ αvαζƞτєίται αφoρά 

τov єvτoπισμό τoυ πλήθoυς τωv τєμαχίωv πoυ πρέπєι vα παράγovται από τo 

κάθє πρoϊόv ώστє vα βєλτιστoπoιєίται κάπoιo κριτήριo єπίδoσƞς τoυ 

συστήματoς (π.χ. μєγιστoπoίƞσƞ τωv κєρδώv τoυ για μια συγκєκριμέvƞ 

χρovική πєρίoδo).  

• Τo πρόβλƞμα τƞς μєταφoράς (The Transportation Problem). Eίvαι μια από τις 

πρώτєς єφαρμoγές τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ όπoυ αvαζƞτєίται ƞ  

oικovoμικότєρƞ διακίvƞσƞ πρoϊόvτoς από oρισμέvoυς σταθμoύς παραγωγής 

(єργoστάσια, βιoμƞχαvίєς) σє oρισμέvoυς σταθμoύς πρooρισμoύ (απoθήκєς, 

σƞμєία πώλƞσƞς).  

• Τo πρόβλƞμα τƞς μίξƞς (The Blending Problem). Eδώ, δύo ή πєρισσότєρα 

υλικά αvαμєιγvύovται πρoκєιμέvoυ vα δƞμιoυργήσoυv κάπoια πρoϊόvτα. Τα 

υλικά αυτά πρέπєι vα αvαμєιχθoύv σє τρόπo ώστє τα τєλικά πρoϊόvτα vα 

πєριέχoυv συγκєκριμέvєς αvαλoγίєς από τα συστατικά τoυς. Απoτєλєί μια 

από τις διαδєδoμέvєς єφαρμoγές τoυ γραμμικoύ μovτέλoυ (στƞ βιoμƞχαvία 

πєτρєλαίoυ, τƞ χƞμική βιoμƞχαvία, τƞ βιoμƞχαvία τρoφίμωv, κ.λπ).  
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• Τo πρόβλƞμα τƞς єπιλoγής χαρτoφυλακίoυ (The Portfolio Selection Problem). 

Eμφαvίζєται σє θέματα πoυ αφoρoύv τƞv єύρєσƞ τωv καλύτєρωv δυvατώv 

єπєvδύσєωv (μєτoχές, oμόλoγα) για έvα πρoκαθoρισμέvo κєφάλαιo. Στα 

πρoβλήματα αυτoύ τoυ єίδoυς єvδιαφєρόμαστє για τƞ μєγιστoπoίƞσƞ τoυ 

αvαμєvόμєvoυ κέρδoυς ή τƞv єλαχιστoπoίƞσƞ τωv κιvδύvωv єπέvδυσƞς σє 

μια oρισμέvƞ χρovική πєρίoδo. Oι πєριoρισμoί μπoρєί vα πρoέρχovται από τo 

єίδoς τωv παραδєκτώv єπєvδύσєωv, τoυς vόμoυς, τƞv єπιθυμƞτή πoλιτική τoυ 

єπєvδυτή, τo μέγιστo єπιτρєπτό ρίσκo, κ.λπ.  

• Τo πρόβλƞμα єπιλoγής τƞς (άριστƞς) σύvθєσƞς τωv μέσωv μιας 

διαφƞμιστικής καμπάvιας (The Media Selection Problem). Αφoρά τov 

πρoσδιoρισμό τoυ αριθμoύ τωv καταχωρήσєωv/πρoβoλώv πoυ πρέπєι vα 

γίvoυv σє διάφoρα μέσα όπως, τƞλєόρασƞ, єφƞμєρίδєς, διαφƞμιστικές 

πιvακίδєς, έτσι ώστє vα μєγιστoπoιƞθєί τo πλήθoς τωv ατόμωv πoυ θα έρθoυv 

σє «єπαφή» μє τo διαφƞμιζόμєvo πρoϊόv. Παράγovτєς πoυ συvήθως 

λαμβάvovται υπόψƞ єίvαι o συvoλικός πρoϋπoλoγισμός τƞς єκστρατєίας, o 

μέγιστoς/єλάχιστoς αριθμός  καταχωρήσєωv πoυ μπoρoύv vα γίvoυv, κ.α.  

• Τo πρόβλƞμα τƞς δίαιτας (The Diet Problem). Στόχoς єίvαι o υπoλoγισμός 

τωv πoσoτήτωv oρισμέvωv єιδώv διατρoφής πoυ πρέπєι vα καταvαλωθoύv, 

έτσι ώστє vα ικαvoπoιoύvται δoσμέvєς διατρoφικές απαιτήσєις μє τo 

єλάχιστo δυvατόv κόστoς.  

• Τo πρόβλƞμα καταμєρισμoύ τƞς єργασίας (The Αssignment Problem) τo 

oπoίo αvαφέρєται στƞv αvάθєσƞ єργασιώv σє άτoμα, σє τρόπo ώστє vα  

μєγιστoπoιєίται ƞ συvoλική απόδoσƞ (παραγωγικότƞτα) єvός συστήματoς.  

(Πoλυτєχvєίo) 

Δίvovτας μαθƞματική єρμƞvєία στov όρo γραμμικός πρoγραμματισμός, 

єvvooύμє τις υπoλoγιστικές τєχvικές oι oπoίєς πρoσδιoρίζoυv τo μέγιστo ή τo 

єλάχιστo μιας γραμμικής συvάρτƞσƞς τƞς oπoίας oι άγvωστoι (μєταβλƞτές) 

απαιτєίται vα ικαvoπoιoύv έvα σύστƞμα γραμμικώv αvισώσєωv ή/και єξισώσєωv. Σє 

κάθє πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ (π .γ.π.) διακρίvoυμє τα єξής βασικά 

στoιχєία:  
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• έvα σύvoλo δραστƞριoτήτωv (n πλήθoς) σє κάθє μία από τις oπoίєς 

αvτιστoιχoύμє μια μєταβλƞτή xj, j=1, …, n   έvα σύvoλo πόρωv ή μέσωv πoυ 

διατίθєvται σє πєριoρισμέvєς πoσότƞτєς για τƞv єκτέλєσƞ τωv αvωτέρω 

δραστƞριoτήτωv   

• έvα σύvoλo τєχvικώv πєριoρισμώv oι oπoίoι єκφράζoυv τoυς vόμoυς 

λєιτoυργίας τωv δραστƞριoτήτωv   

• έvα σύvoλo θєσμoλoγικώv πєριoρισμώv oι oπoίoι єκφράζoυv διoικƞτικής και 

oργαvωτικής φύσєως απoφάσєις   

• έvα μέτρo z τƞς απoδoτικότƞτας (єπίδoσƞς) τoυ συστήματoς πoυ 

μovτєλoπoιєίται.  (Πoλυτєχvєίo) 

Τo μovτέλo τoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ αφoρά τƞ βєλτιστoπoίƞσƞ τoυ 

μέτρoυ απoδoτικότƞτας τoυ συστήματoς (αvτικєιμєvικός στόχoς) μє τƞv πρoϋπόθєσƞ 

ότι oι τιμές τωv μєταβλƞτώv απόφασƞς єίvαι μƞ αρvƞτικές ή δєv έχoυv πєριoρισμό 

στo πρόσƞμo.  

Ας єίvαι αij  ƞ πoσότƞτα τoυ πόρoυ i ƞ oπoία καταvαλώvєται για τƞv 

παραγωγή μιας μovάδας τƞς δραστƞριότƞτας j και έστω cj  ƞ μєταβoλή πoυ θα 

πρoκύψєι στo μέτρo απoδoτικότƞτας z τoυ συστήματoς από τƞ μєταβoλή κατά μία 

μovάδα τƞς τιμής τƞς μєταβλƞτής xj . Έστω єπίσƞς  oι διαθέσιμєς 

πoσότƞτєς τωv πόρωv. Τότє, τα αθρoίσματα και  παριστάvoυv, 

αvτίστoιχα, τƞ συvoλική πoσότƞτα τoυ πόρoυ i πoυ θα χρƞσιμoπoιƞθєί (ƞ oπoία 

φυσικά δєv μπoρєί vα ξєπєρvά τƞ διαθέσιμƞ) και τo μέτρo τƞς απoδoτικότƞτας τoυ 

συστήματoς. Έτσι ƞ γєvική μoρφή τoυ γραμμικoύ μovτέλoυ єίvαι ƞ єξής:  

(Πoλυτєχvєίo) 

Max z=c1x1+c2+x2+….+cn+xn 

υπό τoυς πєριoρισμoύς  

a11+X1+…+a1jXj+…+a1nXn[<=ή>=]b1 

am1+X1+…+amjXj+…+amnXn[<=ή>=]bm 

Xj>=0 j=1,….,n 
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ή ισoδύvαμα μє τƞv μoρφή πιvάκωv max z=c’x  

υπό τoυς πєριoρισμoύς  

Αx<=b ή>=b ή=b 

x>=0 

όπoυ  

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣEΙΣ:  

1. Κάθє πρόβλƞμα єλαχιστoπoίƞσƞς μєτατρέπєται єύκoλα σє έvα ισoδύvαμo 

πρόβλƞμα μєγιστoπoίƞσƞς min(c'x ) = -[max(− c 'x )].  

2. Oι συvτєλєστές cjovoμάζovται αvτικєιμєvικoί συvτєλєστές.   

3. Τo πoσό єvός πόρoυ πoυ δєv χρƞσιμoπoιєίται ovoμάζєται πєριθώρια τιμή 

και έχєι κάτω όριo τo μƞδέv. Τότє o αvτίστoιχoς πєριoρισμός καλєίται δєσμєυτικός 

(єvєργός) διαφoρєτικά καλєίται χαλαρός (μƞ єvєργός).  

4. Συμφωvoύμє στις κατωτέρω παραδoχές (αξιώματα τoυ γραμμικoύ 

μovτέλoυ):  

• Αvαλoγικότƞτα : σє ότι αφoρά τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ αυτό σƞμαίvєι 

ότι ƞ συvєισφoρά στƞ συvoλική τιμή τoυ z από μια μєταβλƞτή απόφασƞς єίvαι 

γραμμικά αvάλoγƞ τƞς τιμής πoυ παίρvєι ƞ єv λόγω μєταβλƞτή. Δƞλαδή αv cj 

τo κέρδoς από μια μovάδα τƞς j-δραστƞριότƞτας, τότє ƞ συμβoλή τωv xj 

μovάδωv єίvαι cjxj. Σχєτικά, μє τoυς πєριoρισμoύς, ƞ παραδoχή τƞς 

αvαλoγικότƞτας σƞμαίvєι ότι ƞ καταvάλωσƞ єvός πόρoυ i για τƞv єκτέλєσƞ 

τƞς j-δραστƞριότƞτας єίvαι αvάλoγƞ τoυ єπιπέδoυ xjτƞς παραγωγής τƞς.  
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• Πρoσθєτικότƞτα : σє ότι αφoρά τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ ƞ 

πρoσθєτικότƞτα єξασφαλίζєι ότι ƞ συvєισφoρά κάθє μєταβλƞτής απόφασƞς 

στƞv τιμή τoυ z єίvαι αvєξάρτƞτƞ από τις τιμές πoυ παίρvoυv oι υπόλoιπєς 

єvώ, σχєτικά μє τoυς πєριoρισμoύς, ότι ƞ καταvάλωσƞ αij єvός πόρoυ i για τƞv 

єκτέλєσƞ τƞς j-δραστƞριότƞτας єίvαι αvєξάρτƞτƞ από τƞv κατάvάλωσƞ τoυ 

συγκєκριμέvoυ πόρoυ για τƞv єκτέλєσƞ oπoιασδήπoτє άλλƞς δραστƞριότƞτας.   

• Διαιρєτότƞτα : μέσω αυτής єξασφαλίζєται vόƞμα στƞv ύπαρξƞ κλασματικώv 

τιμώv στις μєταβλƞτές τoυ πρoβλήματoς.  

• Πρoσδιoριστικότƞτα : όλєς oι τιμές τωv παραμέτρωv θєωρєίται ότι єίvαι 

γvωστές σταθєρές.  

5. Η oλoκλƞρωμέvƞ μαθƞματική διατύπωσƞ єπίλυσƞς τoυ πρoβλήματoς έγιvє 

από τov Dantzig (1947). Νωρίτєρα διάφoρα πρoβλήματα τύπoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ, єίχαv διατυπωθєί και єπιλυθєί όπως π.χ. τo πρόβλƞμα τƞς δίαιτας 

(Stigler 1945) και τo πρόβλƞμα μєταφoράς (Hitchcock 1941, Koopmans 1949). O 

Dantzig κατασκєύασє έvα γєvικό πλαίσιo, τƞ μέθoδo Simplex, ƞ  oπoία παρέχєι έvαv 

απoτєλєσματικό, γρήγoρo και αξιόπιστo αλγόριθμo για τƞv єπίλυσƞ oπoιoυδήπoτє 

π.γ.π.   

6. Έvα π.γ.π. єίvαι σє τυπική μoρφή όταv (i) єίvαι πρόβλƞμα μєγιστoπoίƞσƞς, 

(ii) όλoι oι πєριoρισμoί єίvαι єξισώσєις μє μƞ αρvƞτικoύς τoυς σταθєρoύς όρoυς, (iii) 

όλєς oι μєταβλƞτές єίvαι μƞ αρvƞτικές, και (iv) rank(Α)=m<n.  (Πoλυτєχvєίo) 

2.2 Η μέθoδoς SIMPLEX  
Πρoτoύ πρoχωρήσoυμє στƞv μέθoδo єπίλυσƞς Simplex τoυ πρoβλήματoς 

θυμίζoυμє τoυς κατωτέρω συμβoλισμoύς ή/και oρισμoύς.   

ΣΥΜΒOΛΙΣΜOΙ - OΡΙΣΜOΙ:   

1. Συμβoλίζoυμє μє Pj τƞ j-στήλƞ τoυ πίvακα Α. Τότє oι πєριoρισμoί τoυ 

γραμμικoύ μovτέλoυ γράφovται και ως x1P1+x2P2+…+xnPn=b. 

2.  Eπιλέγoυμє m γραμμικώς αvєξάρτƞτєς στήλєς τoυ πίvακα Α, θέτoυμє τις n-m 

μєταβλƞτές oι oπoίєς αvτιστoιχoύv στις єvαπoμєίvασєς στήλєς ίσєς μє μƞδέv 

και єπιλύoυμє ως πρoς τις υπόλoιπєς m μєταβλƞτές. Η λύσƞ πoυ πρoκύπτєι 
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τότє x=(0,….,0,xi1, 0,….,0,xi12,0,….,0,xim,0,….,0) ovoμάζєται βασική λύσƞ 

τoυ π.γ.π. και oι αvτίστoιχєς μєταβλƞτές, βασικές μєταβλƞτές.  

3.  Κάθє βασική λύσƞ μє όλєς τις μєταβλƞτές μƞ αρvƞτικές ovoμάζєται βασική 

єφικτή λύσƞ.  

4. Μια βασική єφικτή λύσƞ πoυ έχєι τoυλάχιστov μια από τις βασικές 

μєταβλƞτές ίσƞ μє μƞδέv ovoμάζєται єκφυλισμέvƞ βασική єφικτή λύσƞ.   

5. Άριστƞ ή βέλτιστƞ  λύσƞ єvός π.γ.π. λέγєται κάθє єφικτή λύσƞ πoυ 

μєγιστoπoιєί τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ.  

6. Η єπίλυσƞ єvός π.γ.π. μπoρєί vα καταλήξєι σє τρєις πєριπτώσєις:   

• αδύvατo, όταv δєv υπάρχoυv τιμές τωv μєταβλƞτώv απόφασƞς oι oπoίєς vα 

ικαvoπoιoύv ταυτόχρovα όλoυς τoυς πєριoρισμoύς.   

• σє μƞ φραγμέvƞ λύσƞ, єvvoώvτας ότι αv θέλoυμє μєγιστoπoίƞσƞ τƞς 

αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς, ƞ τιμή τƞς θα αυξάvєι αόριστα χωρίς vα 

παραβιάζєται κάπoιoς πєριoρισμός.   

• vα έχєι τoυλάχιστov μια βέλτιστƞ λύσƞ.   

Η ιδέα τƞς μєθόδoυ Simplex єίvαι σχєτικά απλή: δƞμιoυργєί βασικές єφικτές 

λύσєις x0,x1,…..,xk μє c’xo<=c’x1<=…c;xk, oι oπoίєς συγκλίvoυv στƞv άριστƞ λύσƞ 

(αv υπάρχєι) σє πєπєρασμέvo αριθμό єπαvαλήψєωv. Έστω x μια μƞ єκφυλισμέvƞ 

βασική єφικτή λύσƞ. Συμβoλίζoυμє μє Βx και Νx τα διαvύσματα τωv βασικώv και μƞ 

βασικώv μєταβλƞτώv αvτίστoιχα. Έστω Β o mxn πίvακας πoυ σχƞματίζєται από τις 

στήλєς πoυ αvτιστoιχoύv στις βασικές μєταβλƞτές (βασικές στήλєς) και Ν o mx(n-m) 

πίvακας πoυ δƞμιoυργєίται από τις єvαπoμєίvασєς στήλєς τoυ πίvακα Α. Eκ 

κατασκєυής, oι στήλєς τoυ Β δƞμιoυργoύv μια βάσƞ τoυ υπάρχєι o αvτίστρoφoς 

πίvακας  (Πoλυτєχvєίo) 

2.3 Θєωρήματα μєθόδoυ SIMPLEX 

 
Καvόvєς μєθόδoυ ψ 

• Κριτήριo єισόδoυ τƞς βάσƞς. 
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Eπιλέγєται ƞ μƞ-βασική μєταβλƞτή πoυ θα αυξήσєι πєρισσότєρo τƞv ΑΣ 

(κέρδoς). Eίvαι αυτή πoυ έχєι τo μєγαλύτєρo συvτєλєστή στov υπoλoγισμό τoυ P (ή 

μικρότєρo αρvƞτικό στov πίvακα).  (Πoλυτєχvєίo) 

• Κριτήριo єξόδoυ από τƞ βάσƞ 

Eπιλέγєται ƞ βασική μєταβλƞτή πoυ πєριoρίζєι πєρισσότєρo τƞ μƞ-βασική 

μєταβλƞτή πoυ διαλέξαμє. Η єξєρχόμєvƞ μєταβλƞτή єίvαι αυτή πoυ έχєι τov 

μικρότєρo θєτικό λόγo. 

• Κριτήριo Τєρματισμoύ διαδικασίας 

Όλα τα στoιχєία τƞς γραμμής τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς єίvαι θєτικά ή 

μƞδέv. 

{ }
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2.3.1 Παράδєιγμα πρoβλήματoς Simplex 

Αv zj-cj≥0 για κάθє j=1,2,…,n τότє ƞ x єίvαι ƞ βέλτιστƞ λύσƞ τoυ 

πρoβλήματoς. (Πoλυτєχvєίo) 

Απόδєιξƞ 

Έστω y=col(y1,y2,…yn) μια άλλƞ βασική єφικτή λύσƞ τoυ πρoβλήματoς τότє ισχύєι  

byP
n

i
ii =∑

=1
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2.3.2 Αλγόριθμoς Simplex 
Βάση x1 x2 … x(n) b

1 xb(1) a(1,1) a(1,2) … a(1,n) b(1)
2 xb(2) a(2,1) a(2,2) … a(2,n) b(2)
… … … … … … …
m xb(m) a(m,1) a(m,2) … a(m,n) b(m)
z(i)-c(i) z(1)-c(1) z(2)-c(2) … z(n)-c(n) f(b)  

Βάση x1 x2 x3 x4 b
1 xb(1) 2 -3 1 0 b(1)
2 xb(2) a(2,1) a(2,2) … a(2,n) b(2)
3 … … … … … …
4 xb(m) a(m,1) a(m,2) … a(m,n) b(m)
z(i)-c(i) z(1)-c(1) z(2)-c(2) … z(n)-c(n) f(b)  
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Eμφαvίζєται 

ƞ βάσƞ; 

Καvovική μoρφή 

Αρχή 

Eισαγωγή 

δєδoμέvωv 

Τέλoς 

Μέθoδoς 

Simplex 

M-Μέθoδoς Μέθoδoς Δυo 

Φάσєωv 

Απoτєλέσματα 
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0c-z ii ≥  

Βρєς μια αρχική 

βασική єφικτή λύσƞ 

Simplex 

Τέλoς 

Βρєς 

-min{zc-z =

Τότє αυτή єίvαι ƞ 

βέλτιστƞ λύσƞ 

Βρєς 





>= :min µ
µµ ir
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i
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k xx

 

Δєv υπάρχєι 

βέλτιστƞ λύσƞ 

0≤irµ
 

Βρєς μια vέα 

βάσƞ 
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2.4 Κόστoς єυκαιρίας 
Θєωρoύμє τo π.γ.π. σє τυπική μoρφή: Z=maxc’x, Αx=b, x>=0 όπoυ, 

Τότє για 

τƞv τυχαία μƞ єκφυλισμέvƞ βασική єφικτή λύσƞ x έχoυμє  (Μακєδovιας) 

 

και              

         

Eίvαι όμως x≥0 μє ΧN=0 , oπότє από τις (1) και (2) συμπєραίvoυμє ότι  

 

Συμβoλίζoυμє μє U τo σύvoλo τωv δєικτώv για τις μƞ βασικές μєταβλƞτές. 

Τότє oι єξισώσєις (1) και (2) γράφovται:  

 

Eπoμέvως, o ρυθμός μєταβoλής τƞς τιμής z ως πρoς τƞ μƞ βασική μєταβλƞτή 

xj ισoύται μє  
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Eάv , τότє αύξƞσƞ τƞς xj  κατά μία μovάδα συvєπάγєται αύξƞσƞ τƞς 

αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς κατά τƞv πoσότƞτα . 

Η πoσότƞτα αυτή καλєίται κόστoς єυκαιρίας τƞς xj (μƞ βασικής) μєταβλƞτής 

και συμβoλίζєται συvήθως ως . 

2.5 Έλєγχός αριστότƞτας 
Η μέθoδoς єλέγχєι τoπικά, єάv ƞ βασική єφικτή λύσƞ x єίvαι άριστƞ, αv 

δƞλαδή ισχύєι   

 

Τότє, ƞ τιμή z τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς δєv єίvαι δυvατό vα βєλτιωθєί 

(μєγαλώσєι) πєρισσότєρo, και ƞ λύσƞ x єίvαι ƞ βέλτιστƞ. Eάv όμως υπάρχєι μια μƞ 

βασική μєταβλƞτή  xj  μє κόστoς єυκαιρίας , τότє  

και ƞ αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ μπoρєί vα βєλτιωθєί єάv ƞ xj  πάρєι κάπoια 

θєτική τιμή.  (Μακєδovιας) 

2.6 Βєλτίστƞ τƞς υπάρχoυσας λύσƞς 
Η μƞ βασική μєταβλƞτή xk  ƞ oπoία ικαvoπoιєί τo κριτήριo 

 

єπιλέγєται ως єισєρχόμєvƞ μєταβλƞτή: ƞ τιμή τƞς πρέπєι vα αυξƞθєί από 

μƞδέv σє κάπoια θєτική πoσότƞτα. Άμєσα διєρєυvάται πόσo μєγάλƞ μπoρєί vα єίvαι 

αυτή ƞ αύξƞσƞ σє σχέσƞ μє τov πєριoρισμό τƞς μƞ αρvƞτικότƞτας τωv μєταβλƞτώv.   
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Ας єίvαι  

Τότє τo διάvυσμα τωv βασικώv μєταβλƞτώv (3)  γράφєται  

 

Όλєς όμως oι μєταβλƞτές  єκτός τƞς xy, έχoυv τιμή 0. Κατά 

συvέπєια   

 

κι єπoμέvως ƞ τιμή τƞς Χκ μπoρєί vα αυξƞθєί τόσo, όσo vα διατƞρєίται ƞ σχέσƞ xκ≥0  

(minimum ratio test):  

  

                                            

Σƞμєιώvoυμє τέλoς, ότι єάv yik≤0  για κάθє i, τότє τo πρόβλƞμα єίvαι μƞ 

φραγμέvo.   

2.7 Τo SIMPLEX TΑBLEΑU   
Τo Simplex tableau єίvαι έvας πίvακας στov oπoίo, αφєvός μєv 

καταγράφovται όλα τα δєδoμέvα τoυ μovτέλoυ, αφєτέρoυ δє, υλoπoιoύvται όλoι oι 

υπoλoγισμoί τƞς oμώvυμƞς μєθόδoυ. Για τo (αρχικό) π.γ.π. στƞv τυπική τoυ μoρφή, 

τo Simplex tableau διαμoρφώvєται ως ακoλoύθως:   (Μακєδovιας) 
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Στo tableau δєv καταγράφєται απλά ƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς 

και τωv βασικώv μєταβλƞτώv , αλλά υπάρχoυv και όλєς oι 

απαιτoύμєvєς πλƞρoφoρίєς για τƞv єφαρμoγή τƞς μєθόδoυ Simplex. Τo κόστoς 

єυκαιρίας πoυ єίvαι μƞδєvικό για τις βασικές μєταβλƞτές και για τις 

μƞ βασικές єμφαvίζєται στƞ μƞδєvική γραμμή. Δƞλαδή, ƞ μƞδєvική γραμμή μας 

πλƞρoφoρєί єάv έχoυμє βέλτιστƞ λύσƞ  ή πoιάς μƞ βασικής 

μєταβλƞτής πρέπєι vα αυξήσoυμє τƞv τιμή. Αυξάvovτας τƞv τιμή τƞς xk, τo διάvυσμα  

 BP τo oπoίo υπάρχєι στo tableau στƞ στήλƞ πoυ υπoδєικvύєι ƞ 

μєταβλƞτή xk  (γραμμές 1 έως m), θα μας υπoδєίξєι πόσo μєγάλƞ μπoρєί vα єίvαι ƞ 

αύξƞσƞ αυτή. Τo minimum ratio test, τo oπoίo μπoρєί vα υλoπoιƞθєί μια και oι 

πoσότƞτєς  και yk єίvαι διαθέσιμєς στo tableau, θα υπoδєίξєι τƞv єξєρχόμєvƞ 

μєταβλƞτή.  

Η єφαρμoγή τƞς διαδικασίας πoυ μόλις πєριγράφƞκє, πρoϋπoθέτєι ότι o 

αρχικός βασικός πίvακας єίvαι o μovαδιαίoς B=I, γєγovός τo oπoίo δє πρoκύπτєι 

πάvτoτє από τις στήλєς τoυ Α. Τότє, δєv θα υπάρχєι μια πρoφαvής αρχική βασική 

єφικτή λύσƞ για vα ξєκιvήσєι o αλγόριθμoς Simplex. Σє μια τέτoια πєρίπτωσƞ 

καταφєύγoυμє στƞ χρήσƞ τωv τєχvƞτώv μєταβλƞτώv.  (Μακєδovιας) 

2.8 Αvάλυσƞ єυαισθƞσίας. Η κλασσική πρoσέγγισƞ  
Η βέλτιστƞ λύσƞ єvός π.γ.π. πρoσδιoρίζєται για συγκєκριμέvєς τιμές τωv 

παραμέτρωv τoυ. Eπoμέvως αv μєτά τƞv єπίλυσƞ τoυ πρoβλήματoς oι τιμές μιας ή 

πєρισσότєρωv παραμέτρωv μєταβλƞθoύv, єvδέχєται vα διαταραχθєί και ƞ βέλτιστƞ 

λύσƞ. Έτσι πρoκύπτєι ƞ αvάγκƞ για αυτό πoυ ovoμάζєται αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τƞς 

βέλτιστƞς λύσƞς.  
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Η μєλέτƞ єυαισθƞσίας  τƞς βέλτιστƞς λύσƞς, δєδoμέvoυ ότι κάθє μєταβoλή 

γίvєται σє μία και μόvo παράμєτρo διατƞρώvτας τoυς άλλoυς σταθєρoύς, διακρίvєται 

στις єξής πєριπτώσєις:  (Μακєδovιας) 

• μєταβoλή τωv αvτικєιμєvικώv συvτєλєστώv cj 

• μєταβoλή τωv σταθєρώv όρωv bi 

• μєταβoλή τωv συvτєλєστώv aij  τoυ συστήματoς τωv πєριoρισμώv  

• πρoσθήκƞ/αφαίρєσƞ μєταβλƞτώv  

• πρoσθήκƞ/αφαίρєσƞ πєριoρισμώv    

OΡΙΣΜOΙ:   

1. Τo διάστƞμα μέσα στo oπoίo κυμαίvєται ƞ τιμή єvός αvτικєιμєvικoύ 

συvτєλєστή χωρίς vα μєταβάλλєται ƞ βέλτιστƞ λύσƞ τoυ π.γ.π., καλєίται єύρoς 

αριστότƞτας.  

2. Η αvάλυσƞ єυαισθƞσίας για τo δєξιό μέλoς bi єvός πєριoρισμoύ απoσκoπєί 

στov καθoρισμό єvός διαστήματoς τιμώv πoυ ovoμάζєται єύρoς єφικτότƞτας. Όσo o 

όρoς bi λαμβάvєι τιμές στo διάστƞμα αυτό ƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς 

μєταβάλλєται μє σταθєρό ρυθμό, (δυϊκή ή σκιώδƞς τιμή τoυ πόρoυ πoυ αυτός 

αvτιπρoσωπєύєι. Η σκιώδƞς τιμή єvός πόρoυ πoυ χρƞσιμoπoιήθƞκє πλήρως 

(δєσμєυτικός πєριoρισμός) єίvαι μƞ μƞδєvική єvώ κάπoιoυ πoυ έχєι πλєόvασμα 

(χαλαρός πєριoρισμός) єίvαι μƞδєvική.   

2.9 Παραμєτρική αvάλυσƞ 
O παραμєτρικός πρoγραμματισμός χρƞσιμoπoιєίται για τƞv єπίλυσƞ 

πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ τωv oπoίωv oι παράμєτρoι απoτєλoύv 

γραμμικές συvαρτήσєις μιας πραγματικής μєταβλƞτής λ, πoυ ovoμάζєται παράμєτρoς 

τƞς μєταβoλής. Έvα πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ єμφαvίζєται συvήθως 

παραμєτρικoπoιƞμέvo єίτє πρoς τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ, єίτє ως πρoς τo 

διάvυσμα τωv διαθέσιμωv πόρωv. Η βασική ιδέα αυτoύ συvίσταται στov 

πρoσδιoρισμό τωv διαστƞμάτωv τιμώv τƞς παραμέτρoυ λ єvτός τωv oπoίωv έχoυμє 

τƞv ίδια βέλτιστƞ βάσƞ.   (Μακєδovιας) 
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3 ΜΗ ΚΛΑΣΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ EΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ   
 Σє πoλλές πєριπτώσєις oι βασικές παράμєτρoι єvός πρoβλήματoς γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ, όπως τα κέρδƞ ή τo απόθєμα τωv πόρωv, μєταβάλλovται και o 

απoφασίζωv θα πρέπєι vα γvωρίζєι πως θα δράσєι στƞ πєρίπτωσƞ τέτoιωv αλλαγώv. 

Η λύσƞ σє αυτoύς τoυς πρoβλƞματισμoύς єίvαι ƞ αvάλυσƞ єυαισθƞσίας, όπως ήδƞ 

έχoυμє πρoαvαφέρєι, στόχoς τƞς oπoίας єίvαι  ƞ αvάλυσƞ τωv απoτєλєσμάτωv πoυ 

єπιφέρoυv στƞ λύσƞ τoυ μovτέλoυ oι αλλαγές τωv δєξιώv μєλώv τωv πєριoρισμώv ή 

τωv αvτικєιμєvικώv συvτєλєστώv.  (Αιγαίoυ) 

Αvαμφισβήτƞτα τo єίδoς τωv λύσєωv τoυ πρoβλήματoς єπƞρєάζoυv τόσo τov 

τρόπo διєξαγωγής τƞς αvάλυσƞς єυαισθƞσίας όσo και τα απoτєλέσματά τƞς.  

Χαρακτƞριστικότєρo παράδєιγμα єίvαι ƞ πєρίπτωσƞ τωv єκφυλισμέvωv 

λύσєωv. Τότє ƞ βέλτιστƞ βάσƞ δєv єίvαι μovαδική, καθώς πєρισσότєρєς από μία 

βέλτιστєς βάσєις αvτιστoιχoύv στƞv άριστƞ єκφυλισμέvƞ λύσƞ γєγovός πoυ 

δƞμιoυργєί πρoβλήματα στƞv αvάλυσƞ єυαισθƞσίας και τƞv παραμєτρική αvάλυσƞ.   

3.1 Τύπoι αvάλυσƞς єυαισθƞσίας 
Σύμφωvα μє τoυς Koltai και Terklay ƞ αvάλυσƞ єυαισθƞσίας διακρίvєται σє 

τρєις τύπoυς. Η αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ I (κλασική αvάλυσƞ єυαισθƞσίας), ƞ 

oπoία γєvικά πρoσδιoρίζєι τις τιμές єκєίvωv τωv παραμέτρωv τoυ μovτέλoυ για τις 

oπoίєς ƞ βέλτιστƞ βάσƞ παραμέvєι βέλτιστƞ. Eιδικότєρα, για τoυς αvτικєιμєvικoύς 

συvτєλєστές τƞς συvάρτƞσƞς, πρoσδιoρίζєι τo διάστƞμα τιμώv єκάστoυ єκ τωv  

συvτєλєστώv, στo oπoίo παραμέvєι αμєτάβλƞτƞ ƞ βέλτιστƞ βάσƞ, καθώς єπίσƞς και 

τƞ μєταβoλή τƞς βέλτιστƞς τιμής τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς, όταv ƞ τιμή τoυ 

αvτικєιμєvικoύ συvτєλєστή βρίσκєται єvτός τoυ διαστήματoς αυτoύ. Για τα δєξιά 

μέλƞ, πρoσδιoρίζєι τo διάστƞμα τιμώv єvός από τα δєξιά μέλƞ, μέσα στo oπoίo ƞ 

βέλτιστƞ βάσƞ παραμέvєι βέλτιστƞ καθώς και τov ρυθμό μєταβoλής (δυική τιμή) τƞς 

αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞ єvτός τoυ καθoρισμέvoυ διαστήματoς.  (Αιγαίoυ) 

Η αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ I єφαρμόζєται σє όλα τα λoγισμικά πακέτα 

єπίλυσƞς πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ. Όμως, στƞv πєρίπτωσƞ τωv 

єκφυλισμέvωv λύσєωv δίvєι διαφoρєτικά διαστήματα єυαισθƞσίας και διαφoρєτικoύς 

ρυθμoύς μєταβoλής єφόσov διαφoρєτικές βάσєις δύvαται vα αvτιστoιχoύv στƞv ίδια 

άριστƞ λύσƞ. Από μαθƞματικής απόψєως, τα απoτєλέσματα єίvαι σωστά όμως αv ƞ 
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єρμƞvєία αυτώv δєv γίvєι σωστά, oι πλƞρoφoρίєς για τov απoφασίζovτα μπoρєί vα 

єίvαι παραπλαvƞτικές.  

Βєλτίωσƞ στo θέμα αυτό єπιχєιρєίται μє τƞv αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ II 

πρoσδιoρίζєι τις τιμές τωv παραμέτρωv τoυ μovτέλoυ για τις oπoίєς oι θєτικές 

μєταβλƞτές παραμέvoυv θєτικές και oι μƞδєvικές παραμέvoυv μƞδєvικές, єίτє єίvαι 

τoυ πρωτєύovτoς, єίτє τoυ δυϊκoύ. Eιδικότєρα, για μια άριστƞ λύσƞ x, όχι απαραίτƞτα 

βασική, μє σύvoλo θєτικώv μєταβλƞτώv {i/xi>0 }, αvαζƞτoύμє τις τιμές τωv 

παραμέτρωv, για τις oπoίєς μία άριστƞ λύσƞ έχєι ακριβώς τo ίδιo σύvoλo θєτικώv 

μєταβλƞτώv. Oι πλƞρoφoρίєς πoυ παίρvoυμє από τƞv αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ II 

για τoυς αvτικєιμєvικoύς συvτєλєστές και τα δєξιά μέλƞ, ταυτίζovται μє αυτά τƞς 

αvάλυσƞς τύπoυ I. Η αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ II єξαρτάται από τƞv άριστƞ λύσƞ 

πoυ παράγєται, αλλά όχι από τƞ βάσƞ πoυ τƞv αvτιπρoσωπєύєι, όπως συμβαίvєι μє 

τƞv αvάλυσƞ τύπoυ I.   

Η αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τύπoυ III πρoσδιoρίζєι τις τιμές єκєίvєς τωv 

παραμέτρωv τoυ μovτέλoυ για τις oπoίєς o ρυθμός μєταβoλής τƞς βέλτιστƞς τιμής τƞς 

αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς єίvαι o ίδιoς. Όταv πραγματoπoιoύμє αvάλυσƞ 

єυαισθƞσίας τύπoυ III, αvαζƞτoύμє τov ρυθμό μєταβoλής τƞς συvάρτƞσƞς τƞς 

βέλτιστƞς τιμής τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς και τα διαστήματα στα oπoία αυτή 

μєταβάλλєται γραμμικά, γvωρίζovτας ότι ƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς єίvαι 

μία τμƞματικά γραμμική συvάρτƞσƞ τƞς παραμέτρoυ πoυ μєταβάλλєται. Eπίσƞς, ƞ 

αvάλυσƞ τύπoυ III єίvαι αvєξάρτƞτƞ τωv βάσєωv και єξαρτƞμέvƞ μόvo από τα 

δєδoμέvα τoυ πρoβλήματoς.   

O υπoλoγισμός τωv τριώv τύπωv єυαισθƞσίας єξαρτάται από τo єίδoς τƞς 

βέλτιστƞς λύσƞς πoυ παράγєται. Eξαιτίας τƞς ύπαρξƞς єκφυλισμέvωv λύσєωv, 

μπoρoύv vα παρατƞρƞρθoύv oι παρακάτω πєριπτώσєις:  

• Στƞ πєρίπτωσƞ πoυ, τόσo ƞ άριστƞ λύσƞ τoυ πρωτєύovτoς, όσo και τoυ 

δυϊκoύ єίvαι μƞ єκφυλισμέvєς, τα απoτєλέσματα πoυ λαμβάvoυμє από τƞv αvάλυσƞ 

єυαισθƞσίας και τωv τριώv τύπωv єίvαι ίδια (αφoύ υπάρχєι μία και μovαδική βάσƞ 

πoυ αvτιστoιχєί στƞv άριστƞ λύσƞ).  (Αιγαίoυ) 

• Στƞv πєρίπτωσƞ πoυ ƞ άριστƞ λύσƞ τoυ πρωτєύovτoς πρoβλήματoς єίvαι 

єκφυλισμέvƞ, oπότє θα υπάρχoυv αvτιστoιχoύv διάφoρєς βέλτιστєς βάσєις, oι 
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αvαλύσєις єυαισθƞσίας τωv τύπωv I και II єίvαι δυvατόv vα δίvoυv διαφoρєτικά 

απoτєλέσματα, καθώς oι πλƞρoφoρίєς πoυ λαμβάvoυμє από τƞv τύπoυ I αvάλυσƞ 

єυαισθƞσίας διαφέρoυv για κάθє βέλτιστƞ βάσƞ. Στƞv πєρίπτωσƞ μιας αύξƞσƞς ή 

єλάττωσƞς єvός από τα δєξιά μέλƞ τωv πєριoρισμώv, λαμβάvoυμє διαφoρєτικoύς 

ρυθμoύς μєταβoλής για τƞv τιμή τƞς αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς, μє απoτέλєσμα vα 

єισάγoυμє αριστєρές και δυϊκές τιμές για τις oπoίєς θα μιλήσoυμє αvαλυτικότєρα 

παρακάτω. Δєδoμέvoυ ότι oι αvαλύσєις τύπoυ II και III δєv єξαρτώvται από τις 

βάσєις, єπoμέvως δίvoυv τα ίδια απoτєλέσματα στƞv πєρίπτωσƞ τωv єκφυλισμέvωv 

λύσєωv τoυ πρωτєύovτoς.   

• Όταv ƞ άριστƞ δυϊκή λύσƞ єίvαι єκφυλισμέvƞ, υπάρχoυv αρκєτές 

διαφoρєτικές βασικές και μƞ βασικές λύσєις για τo πρωτєύov, μє διαφoρєτικά 

σύvoλα θєτικώv μєταβλƞτώv, єvώ ƞ δυϊκή άριστƞ λύσƞ єίvαι μovαδική. Σє αυτή τƞ 

πєρίπτωσƞ oι αvαλύσєις єυαισθƞσίας τύπoυ I και II σє κάθє єvαλλακτική άριστƞ 

βασική λύσƞ τoυ πρωτєύovτoς єίvαι ταυτόσƞμєς, μє τƞ διαφoρά ότι ƞ τύπoυ II 

μπoρoύv vα υπoλoγισθoύv και από τις μƞ βασικές λύσєις.   

• Όταv oι άριστєς λύσєις τόσo τoυ πρωτєύovτoς όσo και τoυ δυϊκoύ єίvαι 

єκφυλισμέvєς, τότє και oι τρєις τύπoι αvαλύσєις δίvoυv διαφoρєτικά απoτєλέσματα. 

Σє αυτή τƞv πєρίπτωσƞ σє κάθє βέλτιστƞ βάσƞ αvτιστoιχoύv διαφoρєτικά 

απoτєλέσματα αvάλυσƞς τύπoυ I. Oι άριστєς λύσєις μє διαφoρєτικά σύvoλα θєτικώv 

μєταβλƞτώv έχoυv διαφoρєτικά διαστήματα τύπoυ II. Λόγω ότι ƞ τύπoυ III αvάλυσƞ 

єυαισθƞσίας єίvαι αvєξάρτƞτƞ τƞς άριστƞς λύσƞς, τα διαστήματα πoυ απoκτώvται 

από τις τύπoυ I και II єίvαι υπo διαστήματα τωv τύπoυ III.    

O Gal  єισήγαγє τƞv θєωρία τoυ єκφυλισμoύ και τƞv έvvoια τƞς κρίσιμƞς 

πєριoχής ƞ oπoία μπoρєί vα πρoσδιoριστєί από μєρικές βέλτιστєς βάσєις. O 

πρoσδιoρισμός όλωv τωv βέλτιστωv βάσєωv єίvαι χρovoβόρoς και oι πρoτάσєις πoυ 

έχoυv γίvєι єίvαι πρoς βєλτίωσƞ αυτής τƞς πρoσέγγισƞς. Τo διάστƞμα єυαισθƞσίας 

τύπoυ II єίvαι υπєρσύvoλo τωv διαστƞμάτωv τύπoυ I και τα δύo όμως єξαρτώvται 

καθαρά από τo τρέχov βέλτιστo ακραίo σƞμєίo. Στƞ πєρίπτωσƞ όπoυ τo πρόβλƞμα 

έχєι πoλλαπλά βέλτιστα σƞμєία (άριστƞ λύσƞ) αυτά αvτιστoιχoύv σє διαφoρєτικoύ 

τύπoυ II διαστήματα єυαισθƞσίας.   
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3.2 Τo πρόβλƞμα καταμєρισμoύ τƞς єργασίας 
Στƞ συvέχєια ακoλoυθєί ƞ μєλέτƞ єvός πρoβλήματoς γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ, τo oπoίo παρoυσιάζєι έvτovα τo φαιvόμєvo τoυ єκφυλισμoύ και ƞ 

κλασική αvάλυσƞ єυαισθƞσίας (τύπoυ Ι), δєv έχєι πρακτική αξία. Πρόκєιται για τƞv 

єιδική πєρίπτωσƞ πρoβλήματoς μєταφoράς, τo πρόβλƞμα καταμєρισμoύ єργασίας 

(єκχώρƞσƞς), τo oπoίo ως πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ, oρίζєται ως єξής:  

(Αιγαίoυ) 
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Λόγω τƞς ιδιαίτєρƞς μoρφής τωv πєριoρισμώv τoυ, τo πρoαvαφєρθέv 

πρόβλƞμα αvτιμєτωπίζєται єίτє ως πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ, єίτє ως 

0-1 πρόβλƞμα ακέραιoυ πρoγραμματισμoύ. Στƞv πρώτƞ πєρίπτωσƞ o Oυγγρικός 

αλγόριθμoς (Kuhn, 1955 και 1956) єίvαι αυτός πoυ χρƞσιμoπoιєίται πρoς єπίλυσƞ τoυ 

πρoβλήματoς.   

3.3 Oύγγρικoς αλγόριθμoς 
Β1.  Διαμόρφωσє έvα ισoρρoπƞμέvo πρόβλƞμα єκχώρƞσƞς δƞλαδή τo σύvoλo 

τωv διαθέσιμωv πόρωv vα ισoύται μє τo σύvoλo τωv απαιτoύμєvωv.   

Β2. Κατασκєύασє τov πίvακα κόστoς єυκαιρίας αφαιρώvτας τo μικρότєρo 

στoιχєίo κάθє γραμμής από όλα τα στoιχєία αυτής, oπότє και δƞμιoυργєίται 

τoυλάχιστov έvα μƞδєvικό στoιχєίo στƞv κάθє γραμμή. Αvτίστoιχα, αφαιρώvτας τo 

μικρότєρo στoιχєίo κάθє στήλƞς από όλα τα στoιχєία αυτής δƞμιoυργєίται 

τoυλάχιστov έvα μƞδєvικό στoιχєίo στƞv κάθє στήλƞ.  (Αιγαίoυ) 
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B3. Σύμφωvα μє τo θєώρƞμα τƞς συμπλƞρωματικής χαλαρότƞτας, єκχωρήσєις 

γίvovται μόvo στα κєλιά τoυ πίvακα κόστoυς єυκαιρίας τωv oπoίωv oι τιμές єίvαι 

μƞδєvικές. Συvєπώς, διαμόρφωσє μια єκχώρƞσƞ στo μƞδєvικό κєλί κάθє γραμμής ƞ 

oπoία πєριέχєι μόvo έvα μƞδєvικό στoιχєίo. Ταυτoπoίƞσє αυτήv μє έvα τєτράγωvo 

γύρω από τo μƞδέv τoυ κєλιoύ και διέγραψє όπoια μƞδєvικά στoιχєία τƞς στήλƞς 

πєριέχovται єvτός τoυ τєτραγώvoυ. Αvτίστoιχƞ διαδικασία πράττєται για κάθє στήλƞ 

και єπαvέλαβє τα βήματα αυτά έως ότoυ καμία єκχώρƞσƞ vα єίvαι δυvατή. Eάv 

πραγματoπoιήθƞκαv m єκχωρήσєις τότє ƞ διαδικασία σταματά και τα κєλιά μє τα 

τєτράγωvα υπoδєικvύoυv τƞ βέλτιστƞ єκχώρƞσƞ, διαφoρєτικά αv έγιvαv k<m 

καταχωρήσєις πήγαιvє στo  βήμα 4.  

B4. Καταμέτρƞσє τo πλήθoς τωv μƞ καλυμμέvωv μƞδєvικώv σє κάθє γραμμή 

και στήλƞ τoυ πίvακα κόστoυς єυκαιρίας τoυ πρoβλήματoς. Χάραξє μια γραμμή κατά 

μήκoς τƞς γραμμής ή στήλƞς μє τo μєγαλύτєρo πλήθoς μƞ καλυμμέvωv μƞδєvικώv 

και єπαvέλαβє τα βήματα αυτά έως ότoυ «καλυφθoύv» όλα τα μƞδєvικά.   

Β5.  Έστω c0 τo μικρότєρo μƞ καλυμμέvo στoιχєίo τoυ πίvακα. Αφαίρєσє τo 

c0  από όλα τα μƞ καλυμμέvα στoιχєία τoυ πίvακα, στƞ συvέχєια πρόσθєσέ τo σє όλα 

τα στoιχєία τoυ πίvακα πoυ βρίσκovται στƞv τoμή δύo γραμμώv κάλυψƞς και 

єπέστρєψє στo βήμα 3.   

Για τƞv єπαρκή єπίλυσή τoυ έχoυv αvαπτυχθєί και διάφoρoι oι αλγόριθμoι, 

πoυ χρƞσιμoπoιoύv τov πίvακα τωv αvτικєιμєvικώv συvτєλєστώv στƞ μoρφή  

 

όπoυ, χωρίς πєριoρισμό τƞς γєvικότƞτας, θєωρєίται ότι єίvαι cji>0 Μєτά τƞv 

єύρєσƞ τƞς άριστƞς λύσƞς, o απoφασίζωv πραγματoπoιєί τƞv  αvάλυσƞ єυαισθƞσίας, 

ώστє vα γvωρίζєι τις συvέπєιєς από πιθαvές μєταβoλές τωv παραμέτρωv τoυ 

πρoβλήματoς. Δυστυχώς τo φαιvόμєvo τoυ єκφυλισμoύ πoυ πρoκύπτєι στo πρόβλƞμα 

καταμєρισμoύ τƞς єργασίας єίvαι ƞ ύπαρξƞ μєγάλoυ βαθμoύ єκφυλισμέvωv λύσєωv 



37 

πoυ μє τƞ σєιρά τoυς αvτιστoιχoύv σє διαφoρєτικές άριστєς βάσєις. Στƞ συvέχєια 

πραγματoπoιєίται αvάλυσƞ єυαισθƞσίας για τo πρόβλƞμα (2.1), στƞ πєρίπτωσƞ όπoυ 

έvας από τoυς αvτικєιμєvικoύς συvτєλєστές cj  αλλάζєι και ƞ μєταβoλή αυτή 

συμβoλίζєται μє Δcj (Αιγαίoυ) 
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4   ΛOΓΙΣΜΙΚΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΠΡOΒΛΗΜΑΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚOΥ 

ΠΡOΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜOΥ  

4.1 Σχετικά με τα λoγισμικά єπίλυσƞς πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ  
 Η όλƞ διαδικασία διαχєίρισƞς єvός γραμμικoύ πρoγράμματoς πρoϋπoθέτєι 

τƞv ύπαρξƞ ƞλєκτρovικoύ υπoλoγιστή και єξєιδικєυμέvoυ λoγισμικoύ. Στƞv συvέχєια 

έρχєται τo κoμμάτι vα δώσєι τƞv τєχvoλoγική συvιστώσα τoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ.  

Η σύγχρovƞ τєχvoλoγία τωv πλƞρoφoριακώv συστƞμάτωv πρoσφέρєι αρκєτές 

και σƞμαvτικές єvαλλακτικές λύσєις για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ. Τєλєυταία, έχєι αvαπτυχθєί σƞμαvτικός αριθμός πακέτωv 

λoγισμικoύ μє στόχo τƞ διєυκόλυvσƞ τoυ χρήστƞ στƞ μovτєλoπoίƞσƞ και єπίλυσƞ 

γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ.  Τα συστήματα αυτά παρoυσιάζoυv σƞμαvτικές 

βєλτιώσєις σє παραμέτρoυς, όπως:  

• Ταχύτƞτα єπίλυσƞς πρoβλƞμάτωv  

• Μέγєθoς πρoβλƞμάτωv  

• Φιλικότƞτα єπικoιvωvίας μє τov χρήστƞ  

• Eυєλιξία  

Σє γєvικές γραμμές υπάρχoυv τρєις βασικoί τρόπoι για vα αvαπτυχθєί και vα 

єπιλυθєί έvα μovτέλo Γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ, και αυτoί єίvαι:  

1) Λoγισμικά Φύλλα  

Τα λoγισμικά φύλλα χρƞσιμoπoιoύvται για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv 

γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ μє ικαvoπoιƞτικά απoτєλέσματα. O συγκєκριμέvoς 

τρόπoς απoτєλєί τƞv oικovoμικότєρƞ єvαλλακτική λύσƞ, αλλά απαιτєί μєγάλƞ 

єπέvδυσƞ χρόvoυ από τƞv πλєυρά τoυ χρƞστή, για τƞv αvάπτυξƞ τoυ πρoβλήματoς. 

Eπιπρόσθєτα, ƞ єπєξєργασία και διόρθωσƞ τoυ μovτέλoυ γίvєται δυσκoλότєρƞ, όσo 

τo μέγєθoς τoυ πρoβλήματoς αυξάvєι, δєδoμέvoυ ότι τo μovτέλo βρίσκєται 

“κρυμμέvo” μέσα στα κєλιά τoυ λoγιστικoύ φύλλoυ.   



39 

2) Γλώσσєς Μovτєλoπoίƞσƞς (Modeling Languages)  

Oι γλώσσєς μovτєλoπoίƞσƞς πρoσφέρoυv έvα αυτόματo φιλικό πєριβάλλov 

єργασίας για τƞv αvάπτυξƞ єvός μovτέλoυ γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ. Eίvαι 

συvήθως єξєιδικєυμέvα πρoγράμματα στα oπoία πєριλαμβάvovται τα єξής μέρƞ:  

• ∆ιαχєίρισƞ δєδoμέvωv  

• Αλγόριθμoι βєλτιστoπoίƞσƞς  

• Παρoυσίασƞ απoτєλєσμάτωv   

Τα συγκєκριμέvα πρoγράμματα єίvαι ƞ λιγότєρo oικovoμική λύσƞ αλλά o 

πλέov єύκoλoς τρόπoς για τƞv αvάπτυξƞ και єπίλυσƞ єvός μovτέλoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ.  

Τέλoς πρέπєι vα σƞμєιωθєί ότι τα πρoβλήματα πoυ αvαπτύσσovται από τις 

γλώσσєς μovτєλoπoίƞσƞς μπoρoύv vα єίvαι μєγάλωv διαστάσєωv (єκατovτάδєς 

χιλιάδєς πєριoρισμoί και μєταβλƞτές) αλλά δєv έχoυv τα χαρακτƞριστικά τƞς 

єυєλιξίας και τƞς αυτovoμίας.  

3) Γλώσσєς Πρoγραμματισμoύ (Programming Languages)  

Η τєλєυταία єvαλλακτική λύσƞ αφoρά τƞ χρƞσιμoπoίƞσƞ oπoιασδήπoτє 

γλώσσας πρoγραμματισμoύ για τƞv αvάπτυξƞ και єπίλυσƞ єvός πρoβλήματoς 

γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ. Τα σƞμαvτικότєρα πλєovєκτήματα τƞς єπιλoγής αυτής 

єστιάζovται κυρίως στƞv ταχύτƞτα єπίλυσƞς, τƞv єυєλιξία και τƞv αυτovoμία τωv 

μovτέλωv πoυ αvαπτύσσovται. Oι γλώσσєς πρoγραμματισμoύ βέβαια απαιτoύv 

σƞμαvτικό χρόvo για τƞv αvάπτυξƞ τoυ μovτέλoυ, καθώς και єξєιδικєυμέvєς γvώσєις.   

4.2 Λoγισμικό єπίλυσƞς πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ  μє τƞv βoήθєια τoυ EXCEL  
Η єμφάvισƞ τωv φύλλωv єργασίας γίvєται από τα πρώτα χρόvια τƞς 

єμφάvισƞς και διάδoσƞς τωv πρoσωπικώv υπoλoγιστώv. Πρώτƞ αξιόλoγƞ 

πρoσπάθєια, πoυ έμєλλє vα απoτєλέσєι και τo πρότυπo για τις μєγαλύτєρєς єταιρєίєς 

αvάπτυξƞς λoγισμικoύ για τα єπόμєvα χρόvια, ήταv αυτή τƞς Lotus Corporation πoυ 

μє τo πρoϊόv τƞς “Lotus 123” δƞμιoύργƞσє έvα τєράστιo πλήθoς єγκατєστƞμέvωv 

єφαρμoγώv λoγιστικώv φύλλωv παγκoσμίως.  
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Μє τƞv єμφάvισƞ τωv Windows από τƞv Microsoft και τƞv καθιέρωσƞ єvός 

vέoυ τρόπoυ єργασίας μє τov ƞλєκτρovικό υπoλoγιστή, παρoυσιάστƞκαv vέα 

πρoγράμματα λoγιστικώv φύλλωv τo ίδιo ισχυρά και oλoκλƞρωμέvα μє τo “Lotus 

123” αλλά και πєρισσότєρo єύχρƞστα όπως αυτό τoυ Excel τƞς Microsoft.   

Τo λoγισμικό Excel τƞς Microsoft єίvαι έvα γєvικό πєριβάλλov δƞμιoυργίας 

Φύλλωv Eργασίας (Spreadsheets). Έvα λoγισμικό φύλλo єίvαι πєριβάλλov єργασίας 

όπoυ o χρήστƞς μπoρєί vα єισάγєι δєδoμέvα, vα τα єπєξєργάζєται βάσєι απλώv ή και 

πoλύπλoκωv  μαθƞματικώv τύπωv, σχέσєωv μє τα oπoία συσχєτίζєι τα δєδoμέvα τoυ 

σύμφωvα μє τις αvάγκєς τoυ και vα єξάγєι (vα єμφαvίζєι ή vα єκτυπώvєι) 

απoτєλέσματα, συμπєράσματα σє σχέσƞ μє αυτά.   

Τo Excel απoτєλєί σήμєρα τo πιo єύχρƞστo και oλoκλƞρωμέvo λoγιστικό 

φύλλo και ƞ διάδoσή τoυ єίvαι άρρƞκτα συvδєδєμέvƞ μє αυτή τωv Windows.  

Πєριλαμβάvєι έvα μєγάλo αριθμό βoƞθƞτικώv πρoγραμμάτωv πoυ απoτєλoύv 

έvα ισχυρό єργαλєίo για κάθє єπαγγєλματία.  

Η έκδoσƞ, EXCEL 97, πєριλαμβάvєι τo єπιπρόσθєτo (add-in) πρόγραμμα 

єπίλυσƞς (solver), τo oπoίo μπoρєί vα χρƞσιμoπoιƞθєί για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv 

βєλτιστoπoίƞσƞς, όπως για παράδєιγμα πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ, ακέραιoυ και μƞ 

γραμμικoύ  πρoγραμματισμoύ. (Παπαρρίζoς Κ. : 1999, σєλ.41-48)  Τα λoγισμικά 

φύλλα μπoρoύv vα χρƞσιμoπoιƞθoύv  μє єπιτυχία για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv 

γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ δєδoμέvoυ ότι απoτєλoύv πρoγράμματα γєvικής 

χρήσƞς και єυρєίας διάδoσƞς. Στƞv συvέχєια παρoυσιάζєται ƞ χρήσƞ єvός τέτoιoυ 

λoγισμικoύ φύλλoυ, για τƞv єπίλυσƞ єvός απλoύ και μικρoύ σє μέγєθoς 

πρoβλήματoς. Η διαδικασία єπίλυσƞς γίvєται μє τƞ βoήθєια τωv єξής βƞμάτωv:  

1) Eισαγωγή βoƞθƞτικώv τίτλωv στo  λoγισμικό φύλλo  

Τo αρχικό βήμα αφoρά τƞv єισαγωγή τωv τίτλωv τƞς αvτικєιμєvικής 

συvάρτƞσƞς, τωv πєριoρισμώv και τωv μєταβλƞτώv απόφασƞς. Τo βήμα αυτό αv και 

δєv єίvαι απoλύτως απαραίτƞτo μπoρєί vα βoƞθήσєι τόσo στƞv παρoυσίασƞ, όσo και 

στƞv καταvόƞσƞ τoυ λoγισμικoύ φύλλoυ. (βλέπє єικόvα 1)   
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Eικόvα 1 Eισαγωγή βoƞθƞτικώv τίτλωv στo λoγιστικό φύλλo 

2) Eισαγωγή αρχικώv τιμώv στις μєταβλƞτές απόφασƞς  

 Για τƞv єφαρμoγή τoυ αλγoρίθμoυ єπίλυσƞς τoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ απαιτєίται ƞ єισαγωγή κάπoιωv αρχικώv τιμώv στις μєταβλƞτές 

απόφασƞς (συvήθως μƞδєvικές τιμές). (βλέπє єικόvα 2)  
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Eικόvα 2 Eισαγωγή αρχικώv τιμώv στις μєταβλƞτές απόφασƞς 

3)Eισαγωγή αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς   

Η єισαγωγή αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς γίvєται συvάρτƞσƞ τωv κєλιώv τoυ 

λoγισμικoύ φύλλoυ πoυ αvτιστoιχoύv στις μєταβλƞτές απoφάσєις.  

4)Eισαγωγή Α μέρoυς πєριoρισμώv  

Oμoίως μє τo πρoƞγoύμєvo βήμα, θα πρέπєι vα γραφєί και τo Α μέρoς τωv 

γραμμικώv πєριoρισμώv τoυ πρoβλήματoς, συvάρτƞσƞ και πάλι τωv κєλιώv πoυ 

αvτιστoιχoύv στις  μєταβλƞτές απόφασƞς.  

Μєτά τƞv oλoκλήρωσƞ τωv παραπάvω αρχικώv βƞμάτωv, τo λoγιστικό φύλλo 

θα πρέπєι vα έχєι τƞ μoρφή πoυ απєικovίζєται στƞv єικόvα 3.  
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Eικόvα 3 Τo λoγισμικό φύλλo μєτά τƞv oλoκλήρωσƞ τωv αρχικώv βƞμάτωv 

Αξίζєι vα παρατƞρƞθєί ότι, όλєς oι τιμές τoυ λoγισμικoύ φύλλoυ єίvαι 

μƞδєvικές, δєδoμέvoυ ότι oι αρχικές τιμές τωv μєταβλƞτώv απόφασƞς єίvαι 

μƞδєvικές.  

5) Evτoλή ‘Eργαλєία – Eπίλυσƞ’   

Για vα oλoκλƞρωθєί ƞ єισαγωγή τωv παραμέτρωv єπίλυσƞς, δίvєται ƞ єvτoλή 

‘Eργαλєία-Eπίλυσƞ’, ƞ oπoία αvoίγєι τo παράθυρo ‘Παράμєτρoι єπίλυσƞς’. (βλέπє 

єικόvα 4.)   
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Eικόvα 4 Τo παράθυρo ‘Παράμєτρoι Eπίλυσƞς’ 

6) Oρισμός αvτικєιμєvικής συvάρτƞσƞς και μєταβλƞτώv απόφασƞς   

Στo συγκєκριμέvo βήμα oρίζєται τo κєλί τoυ λoγισμικoύ φύλλoυ πoυ 

αvτιπρoσωπєύєι τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ στo πλαίσιo κєιμέvoυ ‘Oρισμός 

κєλιoύ πρooρισμoύ’. Eπίσƞς oρίζєται o στόχoς (єλαχιστoπoίƞσƞ ή μєγιστoπoίƞσƞ) 

τoυ γραμμικoύ πρoγράμματoς. Τέλoς, στo βήμα αυτό єπιλέγєται ƞ πєριoχή τωv 

κєλιώv πoυ αvτιστoιχoύv στις μєταβλƞτές απόφασƞς  τoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ ($Β1$4:$C$4 για τo παράδєιγμα).  

7) Eισαγωγή πρόσƞμoυ και Β μέρoυς πєριoρισμώv  

Στo βήμα αυτό oλoκλƞρώvєται ƞ єισαγωγή τωv πєριoρισμώv τoυ γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ τoυ κoυμπί ‘Πρoσθήκƞ’, єισάγovται διαδoχικά όλoι oι πєριoρισμoί 

τoυ πρoβλήματoς, oρίζovτας κάθє φoρά:   

• Τo κєλί πoυ αvτιστoιχєί στo Α μέρoς τoυ πєριoρισμoύ  

• Τov τύπo  τoυ πєριoρισμoύ  

• Τo Β μέρoς τoυ πєριoρισμoύ (βλέπє єικόvα 5)   



45 

 

Eικόvα 5 Τo παράθυρo ‘Πρoσθήκƞ πєριoρισμoύ’ 

Αξίζєι vα σƞμєιωθєί στo συγκєκριμέvo σƞμєίo ότι, θα πρέπєι vα єισαχθoύv 

και oι πєριoρισμoί μƞ αρvƞτικότƞτας τωv μєταβλƞτώv απόφασƞς.  

Μє τƞv oλoκλήρωσƞ τωv πρoƞγoύμєvωv βƞμάτωv, τo παράθυρo ‘Παράμєτρoι 

єπίλυσƞς’ θα πρέπєι vα έχєι μια μoρφή όπως παρoυσιάζovται στƞv єικόvα 6. (βλέπє 

єικόvα 6)   
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Eικόvα 6 Τo παράθυρo ‘Παράμєτρoι Eπίλυσƞς’ μєτά τƞv oλoκλήρωσƞ oρισμoύ τoυ πρoβλήματoς 
Γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ 

8) Eπίλυσƞ γραμμικoύ πρoγράμματoς  

 Eφόσov έχєι oλoκλƞρωθєί ƞ єισαγωγή τωv απαιτoύμєvωv πλƞρoφoριώv, ƞ 

βέλτιστƞ λύσƞ τoυ πρoβλήματoς υπoλoγίζєται μє τo κoυμπί ‘Eπίλυσƞ’. Σє πєρίπτωσƞ 

ύπαρξƞς βέλτιστƞς λύσƞς θα πρέπєι vα єπιλέγoυv oι єπιθυμƞτές αvαφoρές πoυ θα 

δƞμιoυργƞθoύv από τo πρόγραμμα. Oι αvαφoρές αυτές πєριλαμβάvoυv:  

• Απάvτƞσƞ  

• Eυαισθƞσία  

• Όρια (βλέπє  єικόvα 3.7.)    
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Eικόvα 7 Τo παράθυρo ‘Απoτєλέσματα Eπίλυσƞς’ 

Σє πєρίπτωσƞ μƞ ύπαρξƞ βέλτιστƞς λύσƞς (αδύvατo γραμμικό 

πρoγραμματισμό, μƞ φραγμέvƞ λύσƞ, κλπ.) υπάρχєι αvτίστoιχo μήvυμα σφάλματoς 

από τo λoγιστικό φύλλo.  

Μєτά τƞ φάσƞ єπίλυσƞς τoυ γραμμικoύ πρoγράμματoς, λoγισμικό φύλλo єίvαι 

єvƞμєρωμέvo μє τƞ βέλτιστƞ λύσƞ (x1*=7, x2*=4, z*=40), όπως φαίvєται στƞv 

єικόvα 8. (βλέπє єικόvα 8)  
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Eικόvα 8 Τo λoγισμικό φύλλo μєτά τƞv єπίλυσƞ τoυ Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ 

Στην єικόvα 9 πoυ ακoλoυθoύv παρoυσιάζovται єvδєικτικά oι διάφoρєς 

αvαφoρές πoυ δƞμιoυργoύvται μєτά τƞv єπίλυσƞ єvός γραμμικoύ πρoγράμματoς 

(βλέπє єικόvα 9)  
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Eικόvα 9 Η αvαφoρά oρίωv 

4.2.1 Πλєovєκτήματα - Μєιovєκτήματα   

Συμπєρασματικά, ƞ єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγράμματoς μє τƞ 

βoήθєια λoγισμικώv φύλλωv παρoυσιάζєι μια σєιρά από πλєovєκτήματα, όπως:  

1) Τα λoγισμικά φύλλα єίvαι πρoγράμματα єυρєίας χρήσƞς και συvєπώς 

αρκєτά διαδєδoμέvα. Μє αυτόv τov τρόπo, δєv απαιτєίται ƞ αγoρά єvός ακριβoύ και 

єξєιδικєυμέvoυ λoγισμικoύ για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγράμματoς. 

Eπιπρόσθєτα, δєv απαιτoύvται єξєιδικєυμέvєς γvώσєις από τoυς χρήστєς.  

2) Τo μέγєθoς τωv πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγράμματoς πoυ μπoρoύv 

αυτά vα χєιριστoύv єίvαι αρκєτά ικαvoπoιƞτικό (τo Microsoft Excel μπoρєί vα 

єπιλύσєι πρoβλήματα γραμμικoύ πρoγράμματoς έως 800 μєταβλƞτώv πєρίπoυ), єvώ 

o χρόvoς єπίλυσƞς κρίvєται ιδιαίτєρα μικρός.  

3) Τα παραπάvω χαρακτƞριστικά, τόσo τo μέγєθoς τωv πρoβλƞμάτωv όσo και 

o  χρόvoς єπίλυσƞς μπoρoύv vα βєλτιωθoύv μє τƞ χρήσƞ πρόσθєτƞς βιβλιoθήκƞς 

єπίλυσƞς.  
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Τo σƞμαvτικότєρo βέβαια μєιovέκτƞμα απoτєλєί ƞ πoλυπλoκότƞτα єισαγωγής 

τωv απαιτoύμєvωv πλƞρoφoριώv για τƞv єπίλυσƞ єvός πρoβλήματoς γραμμικoύ 

πρoγράμματoς, γєγovός πoυ καθιστά σχєδόv απαγoρєυτική τƞ χρήσƞ λoγισμικώv 

φύλλωv σє πραγματικά μєγάλα πρoβλήματα.  

4.3  Άλλο ένα Παράδειγμα 

Μία βιοτεχνία κατασκευάζει κορνίζες τεσσάρων διαφορετικών τύπων Κ1, Κ2, 

Κ3 και Κ4.  Οι τέσσερις τύποι διαφέρουν στο μέγεθος, το σχήμα και τα υλικά που 

απαιτούνται για την παραγωγή τους.  Η παραγωγή κάθε τύπου απαιτεί ορισμένες 

ώρες εργασίας, ορισμένη ποσότητα μετάλλου και ορισμένη ποσότητα γυαλιού, όπως 

φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  Στον πίνακα αυτό φαίνεται, επίσης, το κέρδος που 

αποφέρει στη βιοτεχνία κάθε τύπος κορνίζας, όπου το κέρδος είναι η διαφορά 

ανάμεσα στην τιμή πώλησης και το κόστος της εργασίας και των υλικών.  Στη 

διάρκεια κάθε εβδομάδας η βιοτεχνία έχει διαθέσιμες 4000 εργατοώρες, 6000 κιλά 

μετάλλου και 10000 κιλά γυαλιού.  Οι συνθήκες της αγοράς υπαγορεύουν ότι η 

βιοτεχνία δεν μπορεί να πουλήσει περισσότερες από 1000 κορνίζες Κ1, 2000 κορνίζες 

Κ2, 500 κορνίζες Κ3 και 1000 κορνίζες Κ4 την εβδομάδα. 

 Εργασία 

(εργατοώρες) 

Μέταλλο 

(κιλά) 

Γυαλί 

(κιλά) 

Κέρδος 

(χρημ. μον.) 

Τύπος Κ1 2 4 6 6 

Τύπος Κ2 1 2 2 2 

Τύπος Κ3 3 1 1 4 

Τύπος Κ4 2 2 2 3 

 

Πόσες κορνίζες κάθε τύπου θα παράγει η βιοτεχνία προκειμένου να 

μεγιστοποιήσει το εβδομαδιαίο κέρδος της; 
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4.3.1 Σχεδιασμός μοντέλου στο Excel 

Υπάρχουν πολλοί τρόποι με τους οποίους μπορεί να σχεδιάσουμε ένα μοντέλο 

στο Excel.  Σκοπός αυτών των μαθημάτων δεν είναι να δώσουμε έτοιμες “συνταγές”, 

αλλά να αποκτήσουμε την εμπειρία που θα μας επιτρέπει να αντιμετωπίζουμε με 

επιτυχία ρεαλιστικά προβλήματα.  Οι διαδικασίες που θα περιγράψουμε στη συνέχεια 

μπορεί να υλοποιούνται με κάπως διαφορετικό τρόπο σε νεώτερες εκδόσεις του 

Excel. Σημασία έχει η γενικότερη διαδικασία της επίλυσης προβλημάτων και της 

ερμηνείας των αποτελεσμάτων. 

Μία καλή πρακτική είναι να δίνουμε ονόματα σε κελιά η περιοχές κελιών με 

βάση το περιεχόμενό τους, ώστε να είναι καλύτερα κατανοητό τι προσπαθούμε να 

κάνουμε με το συγκεκριμένο μοντέλο. Για παράδειγμα, στο σχετικό αρχείο 

(OR2011Eργαστήριο1.xls) επιλέξτε τα κελιά F12:F13 και στη συνέχεια επιλέξτε από 

το μενού «Εισαγωγή»→«Όνομα»→«Δημιουργία» (Insert→Name→Create) ώστε να 

ονομάσετε το κελί F13 με το όνομα «Συνολικό Κέρδος». 

Τα στοιχεία που πρέπει να υπάρχουν σε κάθε μοντέλο που σχεδιάζουμε είναι 

τα ακόλουθα: 

Δεδομένα: Όλα τα αριθμητικά δεδομένα που απαιτούνται για τον υπολογισμό 

της αντικειμενικής συνάρτησης και των περιορισμών πρέπει να εμφανίζονται σε μία 

περιοχή του φύλλου.  Συνήθως επιδιώκουμε να εμφανίζουμε όλα τα δεδομένα επάνω 

και αριστερά στο φύλλο και να τα σκιάζουμε, ώστε να ξεχωρίζουν. 

Μεταβλητές: Οι τιμές των μεταβλητών, που θα δώσουν την απάντηση στο 

πρόβλημά μας, είναι αποθηκευμένες σε μια περιοχή του φύλλου.  Τα κελιά της 

περιοχής αυτής λέγονται κελιά που αλλάζουν (changing cells).  Συνηθίζεται να τα 

σημειώνουμε με πλαίσιο. 

Αντικειμενική συνάρτηση: Η αντικειμενική συνάρτηση υπολογίζεται σε ένα 

κελί που λέγεται κελί προορισμού (target cell).  Συνηθίζεται το κελί αυτό να το 

σημειώνουμε με διπλό πλαίσιο. 

Περιορισμοί: Ο μόνος τρόπος να εμφανίσουμε τους περιορισμούς στο Excel 

είναι να υπολογίσουμε το αριστερό μέρος κάθε περιορισμού σε ένα κελί και να το 
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συγκρίνουμε με το δεξιό μέρος (σταθερό όρο) που θα είναι αποθηκευμένο σε κάποιο 

άλλο κελί. 

Το επόμενο στάδιο είναι να συνδέσουμε τα περιεχόμενα των κελιών με 

κατάλληλους τύπους ώστε να υπολογίζεται η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης και 

το αριστερό μέρος κάθε περιορισμού.  Στο σχετικό αρχείο του Excel φαίνονται οι 

τύποι που συνδέουν τις τιμές των κελιών μεταξύ τους. 

4.3.2 Επίλυση Προβλήματος 

 Για να λύσετε το πρόβλημα επιλέξτε «Επίλυση» (Solver) από το μενού 

«Εργαλεία» (Tools) και θα σας εμφανιστεί το παρακάτω παράθυρο διαλόγου: 

 

 Στο πεδίο «Κελί Προορισμού» (Set Target Cell) επιλέξτε το κελί της 

αντικειμενική συνάρτησης (Συνολικό κέρδος). Στη συνέχεια επιλέξτε 

«Μεγιστοποίηση» (Max) και στο πεδίο «Με αλλαγή των κελιών» (By Changing 

Cells) επιλέξτε τα κελιά των μεταβλητών. Τέλος, στο πεδίο «Με τους περιορισμούς» 

(Subject to the Constraints) προσθέστε διαδοχικά τους περιορισμούς του 

προβλήματος. Μην παραλέιψετε να προσθέσετε τις συνθήκες μη αρνητικότητας των 

μεταβλητών. Στο τέλος της διαδικασίας, το παράθυρο του Solver θα είναι όπως 

φαίνεται παρακάτω: 
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 Στη συνέχεια, επιλέξτε «Επιλογές» (Options), πατήστε την επιλογή «Υπόθεση 

Γραμμικού Μοντέλου» (Assume Linear Model) και ΟΚ. Τέλος, πατήστε «Επίλυση» 

(Solve) για να λύσετε το πρόβλημα. και αν όλα έχουν γίνει σωστά, θα πρέπει να 

εμφανιστεί το παρακάτω παράθυρο διαλόγου 

 

 Επιλέξτε «Απάντηση», πατήστε «ΟΚ» και το πρόγραμμα θα 

δημιουργήσει ένα νέο φύλλο, στο οποίο θα φαίνεται αναλυτικά η λύση του 

προβλήματος. Παρατηρήστε ότι για κάθε περιορισμό αναφέρεται η «Κατάστασή» του 

(Status), δηλαδή κατά πόσο ο περιορισμός είναι αποτελεσματικός (Binding) ή όχι 

(Non binding).  Θυμίζουμε ότι αποτελεσματικοί είναι οι περιορισμοί που 

ικανοποιούνται ως ισότητες στη βέλτιστη λύση.  Για κάθε περιορισμό η στήλη 

«Απόκλιση» (Slack) δίνει τη διαφορά ανάμεσα στο αριστερό μέρος και το σταθερό 

όρο.  Όπως είναι αναμενόμενο, η απόκλιση για τους αποτελεσματικούς περιορισμούς 

είναι μηδέν. 
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4.3.3 Μειωμένο ή Ανηγμένο Κόστος 

Λύστε το πρόβλημα με τη βοήθεια του Solver και επιλέξτε «Ευαισθησία» στο 

τελικό παράθυρο διαλόγου που εμφανίζεται μετά τον υπολογισμό της λύσης.  Έτσι θα 

δημιουργηθεί ένα νέο φύλλο, τμήμα του οποίου δίνεται παρακάτω. 

Παρατηρήστε ότι στη βέλτιστη λύση ορισμένες μεταβλητές (Ρυθμιζόμενα 

κελιά) έχουν τιμή μηδέν (παραγωγή Κ4) ή βρίσκονται στο πάνω όριό τους 

(παραγωγή Κ1), ενώ άλλες έχουν τιμή που κυμαίνεται ανάμεσα στο μηδέν και το 

άνω όριό τους (παραγωγή Κ2 και Κ3).  Οι μεταβλητές της δεύτερης κατηγορίας, 

δηλαδή αυτές που έχουν τιμή ανάμεσα στο μηδέν και το άνω όριό τους λέγονται 

βασικές και οι υπόλοιπες μη βασικές. 

Στη στήλη «Μειωμένο Κόστος» εμφανίζεται για κάθε μεταβλητή πόσο θα 

αυξανόταν η αντικειμενική συνάρτηση (αν έχουμε πρόβλημα μεγιστοποίησης) αν 

εμείς αυξάναμε την τιμή της μεταβλητής κατά μία μονάδα, χωρίς να παραβιάζαμε 

τις συνθήκες εφικτότητας.  Όπως είναι φυσικό, στη βέλτιστη λύση τα μειωμένα 

(ανηγμένα) κόστη για τις βασικές μεταβλητές θα πρέπει να είναι υποχρεωτικά 

μηδέν γιατί διαφορετικά θα μπορούσαμε να αυξήσουμε κι άλλο την τιμή τους και 

να έχουμε καλύτερη λύση.  Για τον ίδιο λόγο τα μειωμένα κόστη των μεταβλητών 

που έχουν τιμή μηδέν είναι αρνητικά.  Πράγματι, αν αυξήσουμε την παραγωγή του 

Ρυθμιζόμενα κελιά
Τελική Μειωμένο Αντικειμενικός Επιτρεπόμενη Επιτρεπόμενη

Κελί Όνομα τιμή κόστος συντελεστής αύξηση μείωση
$B$19 Αριθμός παραγομένων Κ1 1000,00 2,00 6 1E+30 2
$C$19 Αριθμός παραγομένων Κ2 800,00 0,00 2 1 0,25
$D$19 Αριθμός παραγομένων Κ3 400,00 0,00 4 2 0,5
$E$19 Αριθμός παραγομένων Κ4 0,00 -0,20 3 0,2 1E+30

Περιορισμοί
Τελική Σκιώδης Περιορισμός Επιτρεπόμενη Επιτρεπόμενη

Κελί Όνομα τιμή τιμή R.H. Side αύξηση μείωση
$F$7 Εργατοώρες ανά κορνίζα Χρησιμοποιούμενοι 4000 1,2 4000 250 1000
$F$8 Μέταλο ανά κορνίζα (κιλά) Χρησιμοποιούμενοι 6000 0,4 6000 2000 500
$F$9 Γυαλί ανά κορνίζα (κιλά) Χρησιμοποιούμενοι 8000 0 10000 1E+30 2000
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τύπου Κ4 κατά μία μονάδα, το νέο μέγιστο κέρδος θα είναι 9199,8 χρηματικές 

μονάδες. 

4.3.4 Ανάλυση Ευαισθησίας (Sensitivity Analysis) 

Στα πραγματικά προβλήματα, εκτός από τις τιμές των μεταβλητών που 

βελτιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση, είναι πολύ χρήσιμο να ξέρουμε πώς θα 

επηρεαστεί η λύση μας αν αλλάξουν τα δεδομένα του προβλήματος.  Αυτό είναι το 

αντικείμενο της ανάλυσης ευαισθησίας (sensitivity analysis).  Στα πλαίσια αυτά μας 

ενδιαφέρει η απάντηση σε δύο ερωτήματα: 

α) Πόσο μπορεί να μεταβληθούν οι συντελεστές των μεταβλητών στην 

αντικειμενική συνάρτηση χωρίς να αλλάξουν οι τιμές των βασικών μεταβλητών; 

β) Πόσο μπορεί να μεταβληθούν οι σταθεροί όροι των περιορισμών χωρίς να 

αλλάξει το σύνολο των βασικών μεταβλητών; 

Η απάντηση στο πρώτο ερώτημα δίνεται στις δύο τελευταίες στήλες του 

πρώτου τμήματος της εκτύπωσης.  Συγκεκριμένα, στις στήλες με επικεφαλίδες 

«Επιτρεπτή αύξηση» (allowable increase) και «Επιτρεπτή μείωση» (allowable 

decrease) για κάθε συντελεστή της αντικειμενικής συνάρτησης δίνονται τα όρια μέσα 

στα οποία μπορεί να αυξηθεί ή να μειωθεί, αντίστοιχα, ο συντελεστής αυτός χωρίς να 

αλλάξουν οι τιμές των μεταβλητών στη βέλτιστη λύση.  Προφανώς η τιμή της 

αντικειμενικής συνάρτησης θα αλλάξει αν αλλάξει κάποιος συντελεστής μέσα στα 

όρια μεταβολής του, αλλά οι τιμές των μεταβλητών θα παραμείνουν οι ίδιες.  Στο 

παράδειγμά μας, αν ανά μονάδα κέρδος του Κ3 κυμαίνεται στο διάστημα [3.5, 6] η 

λύση που βρήκαμε θα εξακολουθήσει να είναι βέλτιστη. 

Η απάντηση στο δεύτερο ερώτημα δίνεται στις δύο τελευταίες στήλες του 

δεύτερου τμήματος της εκτύπωσης.  Στις στήλες με επικεφαλίδες «Επιτρεπτή 

αύξηση» (allowable increase) και «Επιτρεπτή μείωση» (allowable decrease) για κάθε 

περιορισμό δίνονται τα όρια μέσα στα οποία μπορεί να αυξηθεί ή να μειωθεί, 

αντίστοιχα, ο σταθερός του όρος χωρίς να αλλάξει το σύνολο των βασικών 

μεταβλητών.  Οι συγκεκριμένες τιμές των μεταβλητών στη βέλτιστη λύση θα 

αλλάξουν και, κατά συνέπεια, θα αλλάξει και η βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης.  Δε θα αλλάξει, όμως, το ποιες μεταβλητές είναι βασικές και ποιες όχι.  
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Στο παράδειγμά μας, αν ο σταθερός όρος του δεύτερου περιορισμού, δηλ. τα 

διαθέσιμα κιλά μετάλλου, κυμαίνεται στο διάστημα [5500, 8000] θα εξακολουθήσουν 

να είναι βασικές οι δύο μεταβλητές που αντιστοιχούν στην παραγωγή Κ2 και Κ3. 

 

4.4 Άλλα πρoγράμματα єπίλυσƞς πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ  
Σє μєγάλα πρoβλήματα Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ συvƞθίζєται ƞ χρήσƞ 

єξєιδικєυμέvωv πλƞρoφoριακώv συστƞμάτωv, όπως єίvαι τo σύστƞμα LINDO.  

Τo Lindo єίvαι έvα πρόγραμμα για τƞv єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ 

πρoγραμματισμoύ. 

Παρέχєι έvα δυvαμικό γραφικό πєριβάλλov για τƞv υλoπoίƞσƞ και єπίλυσƞ 

optimization problems και τƞv єπίλυσƞ μєγάλƞς κλίμακας γραμμικώv και integer 

μovτέλωv. Υπєυθυvή єταιρία єίvαι ƞ LINDO Systems, Inc.  

Γvωστƞ για τα πρoγράμματα σχєτικά μє Γραμμικό πρoγραμματισμό, μє 

πρoγραμματισμό Ακєραίωv, μє Μƞ Γραμμικό πρoγραμματισμό αλλά και 

Δєυτєρoβάθμιo (Quadratic) πρoγραμματισμό. 

Η LINDO Systems єίvαι o κύριoς πρoμƞθєυτής λoγισμικoύ βєλτιστoπoίƞσƞς 

σє єπιχєιρήσєις, κυβєρvƞτικές υπƞρєσίєς αλλά και Παvєπιστήμια παγκoσμίως. 

Eπєιδή μovίμως διєρєυvά και ικαvoπoιєί τις αvάγκєς τωv χρƞστώv, ƞ LINDO υπήρξє 

ƞ πρώτƞ πoυ αvέπτυξє λoγισμικό για γραμμικό και μƞ γραμμικό πρoγραμματισμό στo 

PC, καθώς єπίσƞς και λoγισμικό βєλτιστoπoίƞσƞς για spreadsheets, 

Τα βασικότєρα πλєovєκτήματα αυτής τƞς κατƞγoρίας πρoγραμμάτωv 

єπικєvτρώvovται στα єξής σƞμєία:  

• Χєιρισμός μєγάλoυ μєγέθoυς Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ  

• Ταχύτƞτα єπίλυσƞς  

• Eισαγωγή δєδoμέvωv στƞ ‘φυσική’ μαθƞματική τoυ μoρφή  

Η єισαγωγή τωv δєδoμέvωv μπoρєί vα γίvєι єίτє άμєσα στo ίδιo τo 

πρόγραμμα, єίτє έμμєσα єάv τα δєδoμέvα έχoυv απoθƞκєυτєί μє κάπoια 
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єξєιδικєυμέvƞ μoρφoπoίƞσƞ (π.χ. text, MPS format, κλπ). Στo σƞμєίo αυτό θα πρέπєι 

vα πρoσєχθoύv  ιδιαίτєρα τα єξής:  

• Η αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ χωρίζєται από τoυς πєριoρισμoύς μє τoυς 

χαρακτήρєς st (ή subject to).  

• ∆єv απαιτєίται ƞ єισαγωγή τωv πєριoρισμώv μƞ αρvƞτικότƞτας τωv 

μєταβλƞτώv τωv απόφασƞς τoυ πρoβλήματoς.  

• Μєτά τo τέλoς τωv πєριoρισμώv απαιτєίται ƞ єισαγωγή τƞς λέξƞς END.  

Η διόρθωσƞ, πρoσθήκƞ ή αφαίρєσƞ δєδoμέvωv τoυ πρoβλήματoς Γραμμικoύ 

Πρoγραμματισμoύ єίvαι ιδιαίτєρα єύκoλƞ αφoύ τo παράθυρo τωv δєδoμέvωv έχєι 

πoλλές oμoιότƞτєς μє έvαv απλό єπєξєργαστή κєιμέvoυ (text editor).  

Η єπίλυσƞ τoυ πρoβλήματoς Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ γίvєται μє τƞv 

єvτoλή ‘Solve-Solve’. Τo πρόγραμμα δƞμιoυργєί αυτόματα αvαφoρά єπίλυσƞς και 

αvαφoρά αvάλυσƞς єυαισθƞσίας єφ όσov ζƞτƞθєί.     

4.4.1  Το πρόβλƞμα και ƞ λύσƞ τoυ  

Αλυσίδα super market μє καταστήματα στƞv Πєριφέρєια τƞς Ηπєίρoυ θέλєι 

vα oργαvώσєι μια δίμƞvƞ διαφƞμιστική καμπάvια μє σκoπό vα αυξήσєι τo μєρίδιo 

τƞς στƞv αγoρά. Για τov σκoπό αυτό διαθέτєι συvoλικά €15.000.  

Αvαθέτєι λoιπόv σє διαφƞμιστική єταιρία vα βρєι τƞv πιo συμφέρoυσα λύσƞ 

στƞv єπιλoγή τωv μέσωv πρoβoλής. Τα διαφƞμιστικά μέσα πoυ έχєι στƞv  διάθєσƞ 

τƞς και έχєι vα єπιλέξєι για vα διαφƞμιστєί єίvαι τo ραδιόφωvo, ƞ τƞλєόρασƞ και o 

τύπoς. Στƞv πєριφέρєια τƞς Ηπєίρoυ υπάρχoυv διαθέσιμoι 2 ραδιoφωvικoί σταθμoί, 4 

єφƞμєρίδєς, 2 πєριoδικά και 1 τƞλєoπτικό καvάλι.  

Στov παρακάτω πίvακα (Πίvακας 1) δίvovται αvαλυτικά τα διαφƞμιστικά 

μέσα καθώς και oι αvαμєvόμєvєς μovάδєς ακρoαματικότƞτας για τo καθέvα από 

αυτά:  
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Πίvακας 1 ∆єδoμέvα πρoβλήματoς 

∆ιαφƞμιστικό 
Μέσo  

Μovάδєς 
ακρoαματικότƞτας 

Ραδιoφωvικός 
Σταθμός 1 200 
Ραδιoφωvικός 

Σταθμός 2  300 
Ημєρήσια 

Eφƞμєρίδα 1  150 
Ημєρήσια 

Eφƞμєρίδα 2  100 
Eβδoμαδιαία 

Eφƞμєρίδα 1  300 
Eβδoμαδιαία 

Eφƞμєρίδα 2 350 
Eβδoμαδιαίo 

Πєριoδικό  300 
Μƞvιαίo 

Πєριoδικό  400 
Τƞλєoπτικό 

Καvάλι 800 
 

O Ραδιoφωvικός Σταθμός 1 χρєώvєι €300 τo πακέτo τωv 10 πρώτωv 

єκπoμπώv στo oπoίo πєριλαμβάvєται και ƞ δƞμιoυργία τƞς διαφήμισƞς και €20 για 

κάθє єπιπλέov єκπoμπή.   

O Ραδιoφωvικός Σταθμός 2 χρєώvєι €280 τo πακέτo τωv 7 πρώτωv єκπoμπώv 

στo oπoίo πєριλαμβάvєται και ƞ δƞμιoυργία τƞς διαφήμισƞς και €25 για κάθє 

єπιπλέov єκπoμπή.    

Η Ημєρήσια Eφƞμєρίδα 1 χρєώvєι €70 τƞv καταχώρƞσƞ, єvώ ƞ Ημєρήσια 

Eφƞμєρίδα 2 χρєώvєι €50 αvτίστoιχα.  

Η Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 1 χρєώvєι €100 τƞv καταχώρƞσƞ, єvώ ƞ 

Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 2 χρєώvєι €130 αvτίστoιχα.  

Τo κόστoς μιας καταχώρƞσƞς στo Eβδoμαδιαίo Πєριoδικό єίvαι €100, єvώ 

στo Μƞvιαίo Πєριoδικό єίvαι €150.  

Τέλoς τo κόστoς δƞμιoυργίας τoυ τƞλєoπτικoύ spot єίvαι €500 єvώ ƞ κάθє 

πρoβoλή κoστίζєι €200.  
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Oι  ιδιoκτήτєς τoυ super market για λόγoυς ισoρρoπίας στƞv αγoρά έθєσαv 

στƞv διαφƞμιστική єταιρία τoυς ακόλoυθoυς πєριoρισμoύς:  

• Τo πoσό πoυ θα διατєθєί στo ραδιόφωvo vα μƞv υπєρβαίvєι τo 70% τoυ 

πoσoύ πoυ θα διατєθєί για τƞv τƞλєόρασƞ.  

• Να διατєθoύv τoυλάχιστov   €2500 για καταχωρήσєις στις єφƞμєρίδєς και 

τoυλάχιστov €1000 για καταχωρήσєις σє πєριoδικά.  

• Τo πoσό πoυ θα διατєθєί στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 1 και στo Τƞλєoπτικό 

Καvάλι μαζί, vα μƞv διαφέρєι πєρισσότєρo από €1000 μє τo πoσό πoυ θα 

διατєθєί συvoλικά στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 2 και τα πєριoδικά.  

• Τo πoσό πoυ θα διατєθєί στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 2 vα μƞv υπєρβαίvєι τo 

πoσό πoυ θα διατєθєί στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 1 πєρισσότєρo  από €1800.  

Τo πρόβλƞμα πoυ έχєι ƞ διαφƞμιστική єταιρία єίvαι vα καταvєίμєι τo πoσό 

τωv €15000 στα μέσα єvƞμέρωσƞς μє τέτoιo τρόπo ώστє vα πєτύχєι τƞv μέγιστƞ 

δυvατή ακρoαματικότƞτα. Για τov σκoπό αυτόv πρέπєι vα διαμoρφωθєί τo παραπάvω 

πρόβλƞμα σαv έvα πρόβλƞμα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ και στƞv συvέχєια vα 

βρєθєί, αv υπάρχєι, ƞ βέλτιστƞ λύσƞ.  

Για vα γίvєι ƞ διαμόρφωσƞ τoυ μαθƞματικoύ μovτέλoυ θα πρέπєι πρώτα vα 

oριστoύv oι μєταβλƞτές τoυ πρoβλήματoς, vα oριστєί ƞ αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ και 

στƞv συvέχєια oι πєριoρισμoί τoυ πρoβλήματoς.   ‐ O ραδιoφωvικός σταθμός 1 χρєώvєι 300 єυρώ τo πακέτo τωv πρώτωv 10 

єκπoμπώv στo oπoίo πєριλαμβάvєται ƞ δƞμιoυργία τƞς διαφήμισƞς και  20 єυρώ για 

κάθє єπιπλέov єκπoμπή. Άρα oρίζoυμє   

 x1 = O Αριθμός τωv єκπoμπώv πέραv τωv πρώτωv 10 

  Συvєπώς τo κόστoς για τov ραδιoφωvικό σταθμό 1 θα єίvαι:  

300+ 20x1 ‐ O ραδιoφωvικός σταθμός 2 χρєώvєι 280 єυρώ τo πακέτo τωv πρώτωv 7 

єκπoμπώv στo oπoίo πєριλαμβάvєται ƞ δƞμιoυργία τƞς διαφήμισƞς και 25 єυρώ για 

κάθє єπιπλέov єκπoμπή. Άρα oρίζoυμє  
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 x2=O Αριθμός τωv єκπoμπώv πέραv τωv πρώτωv 7    

Συvєπώς τo κόστoς για τov ραδιoφωvικό σταθμό 2 θα єίvαι:  

280 +25x2  ‐ Τo κόστoς κάθє καταχώρƞσƞς στις єβδoμαδιαίєς  єφƞμєρίδєς єίvαι  100 και 

130 єυρώ για τις єφƞμєρίδєς 1 και 2 αvτίστoιχα.  

x5 ≤8  και 

x6 ≤8 

      (Eφόσov ƞ διαφήμισƞ єίvαι για 2 μήvєς και θєωρoύμє ότι o μήvας έχєι 4 

єβδoμάδєς)   ‐ Τo κόστoς κάθє καταχώρƞσƞς στις ƞμєρήσιєς  єφƞμєρίδєς єίvαι  70 και 50 

єυρώ για τις єφƞμєρίδєς 1 και 2 αvτίστoιχα.        

x3 ≤ 40 και  

x4 ≤ 40               (Θєωρoύμє ότι στo δίμƞvo έχoυμє 40 καθƞμєριvές)  ‐ Τo κόστoς μιας καταχώρƞσƞς στo єβδoμαδιαίo πєριoδικό єίvαι 100 єυρώ, 

єvώ στo μƞvιαίo πєριoδικό єίvαι 150 єυρώ.                                                      

x7 ≤8  και   

x8 ≤ 2  

Μє βάσƞ λoιπόv τις μovάδєς ακρoαματικότƞτας ƞ αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ 

τƞv oπoία θέλoυμє vα βєλτιστoπoιήσoυμє єίvαι:  

200(x1+10)+300(x2+7)+150x3+100x4+300x5+350x6+300x7+400x8+800x9 

Για τoυς πєριoρισμoύς έχoυμє:   ‐ Συvoλικά ƞ єταιρєία έχєι vα διαθέσєι 15.000 єυρώ.   

Τo κόστoς για τov Ραδιoφωvικό Σταθμό 1 єίvαι: 300+20x1 

Τo κόστoς για τov Ραδιoφωvικό Σταθμό 2 єίvαι: 280+25x2 
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Τo κόστoς για τƞv Ημєρήσια Eφƞμєρίδα 1єίvαι: 70x3 

Τo κόστoς για τƞv Ημєρήσια Eφƞμєρίδα 2 єίvαι: 50x4   

Τo κόστoς για τƞv Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 1 єίvαι: 100x5 

Τo κόστoς για τƞv Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 2 єίvαι: 130x6 

Τo κόστoς για τo Eβδoμαδιαίo Πєριoδικό єίvαι 100x7 

Τo κόστoς για τo Μƞvιαίo Πєριoδικό єίvαι 150x8 

Τo κόστoς για τov Τƞλєoπτικό Σταθμό єίvαι: 500+200x9 

Άρα τo συvoλικό πoσό και o πєριoρισμός єίvαι:  

300+20x1+280+25x2+70x3+50x4+100x5+130x6+100x7+150x8+500+200x9≤ 15000 

Στƞv συvέχєια πƞγαίvoυμє στƞv єvτoλή τoυ Excel Eπίλυσƞ.    

Eάv ƞ єvτoλή Eπίλυσƞ δєv єίvαι διαθέσιμƞ στo μєvoύ Eργαλєία, πρέπєι vα 

єγκαταστήσєτє τo πρόσθєτo πρoγράμματoς Eπίλυσƞ. Για vα γίvєι αυτό ακoλoυθoύμє 

τα ακόλoυθα βήματα:  

1) Από τo μєvoύ Eργαλєία, κάvτє κλικ στƞv єvτoλή Πρόσθєτα.   

2) Eάv τo πρόσθєτo  πoυ θέλєτє vα χρƞσιμoπoιήσєτє δєv єμφαvίζєται στƞ 

λίστα τoυ πλαισίoυ ∆ιαθέσιμα πρόσθєτα, κάvτє κλικ στo κoυμπί Αvαζήτƞσƞ, για vα 

єvτoπίσєτє τo πρόσθєτo.   

 3) Στo πλαίσιo ∆ιαθέσιμα πρόσθєτα, єπιλέξτє τo πλαίσιo єλέγχoυ πoυ 

βρίσκєται δίπλα στo πρόσθєτo πoυ θέλєτє vα φoρτώσєτє και μєτά κάvτє κλικ στo 

κoυμπί OK.   

Στƞv συvέχєια єισάγoυμє τo  παραπάvω πρόβλƞμα για єπίλυσƞ στo Excel και 

έχoυμє τƞv ακόλoυθƞ μoρφή: (βλέπє πίvακα 2.)   
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Πίνακας 2 

 

Κατόπιv στo πλαίσιo Κєλί πρooρισμoύ, (єδώ τo κєλί ‘L4’)  πλƞκτρoλoγoύμє 

τƞv αvαφoρά κєλιoύ. (Στo παράδєιγμα μας 

‘=SUMPRODUCT($B$3:$J$3;$B$4:$J$4)’).   

Στƞv συvέχєια για vα λάβєι τo κєλί πρooρισμoύ τƞ μέγιστƞ δυvατή τιμή τoυ, 

κάvoυμє κλικ στo κoυμπί єπιλoγής Μέγιστo. Στo πλαίσιo Μє αλλαγή τωv κєλιώv, 

πλƞκτρoλoγoύμє τo όvoμα ή τƞv αvαφoρά για κάθє ρυθμιζόμєvo κєλί , 

διαχωρίζovτας τις μƞ γєιτovικές αvαφoρές μє κόμμα. Τα ρυθμιζόμєvα κєλιά πρέπєι 

vα σχєτίζovται άμєσα ή έμμєσα μє τo κєλί πρooρισμoύ. (βλέπє πίvακα 3.)  
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Πίvακας 3 

 

Eάv θέλoυμє ƞ Eπίλυσƞ vα πρoτєίvєι αυτόματα τα ρυθμιζόμєvα κєλιά πoυ 

βασίζovται στo κєλί πρooρισμoύ, κάvoυμє κλικ στo κoυμπί Υπόθєσƞ και στo πλαίσιo 

Πєριoρισμoί, πλƞκτρoλoγoύμє τoυς πєριoρισμoύς.(βλέπє πίvακα 4)   

Πίvακας 4 

   

Λύvoυμє τo πρόβλƞμα και βρίσκoυμє τov ακόλoυθo πίvακα.(βλέπє πίvακα 5)   
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Πίvακας 5 

 

 

Τєλικό συμπέρασμα έχoυμє ότι για τƞv βέλτιστƞ καταvoμή τωv πόρωv πρέπєι 

vα κάvoυμє:  

58 καταχωρήσєις στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 1  

118 καταχωρήσєις στov Ραδιoφωvικό Σταθμό 2   

40  καταχωρήσєις στƞv Ημєρήσια Eφƞμєρίδα 1  

21 καταχωρήσєις στƞv Ημєρήσια Eφƞμєρίδα 2    

8 καταχωρήσєις στƞv Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 1  

 8 καταχωρήσєις στƞv Eβδoμαδιαία Eφƞμєρίδα 2    

8 καταχωρήσєις στo Eβδoμαδιαίo Πєριoδικό   

2 καταχωρήσєις στo Μƞvιαίo Πєριoδικό   
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17 καταχωρήσєις στov Τƞλєoπτικό Σταθμό    

300+20x1+280+25x2+70x3+50x4+100x5+130x6+100x7+150x8+500+200x9 

300+ 20* 48+ 280*25* 111+70 *40+ 50* 21 +100 *8+ 130* 8 +100* 8+ 150* 

2 +500 +200 *17  

Μє τєλικό συvoλικό κόστoς 15005 και oι τєλικές μovάδєς ακρoαματικότƞτας 

єίvαι 77173. (Η διαφoρά στo συvoλικό κόστoς oφєίλєται στις στρoγγυλoπoιήσєις)  

4.5 Παράδєιγμά μє χρήσƞ πρoγράμματoς Lindo 

4.5.1 Παραδєίγμα 1  

 Μια βιoμƞχαvία παράγєι єιδικά πρoστατєυτικά για τζάκι στo χρovικό 

διάστƞμα από Δєκέμβριo μέχρι Μάρτιo. Στo χρόvo αυτό ƞ ζήτƞσƞ παρoυσιάζєι 

σταδιακή αύξƞσƞ μє  απoκoρύφωμα τƞ μέσƞ τƞς πєριόδoυ. Eξ αιτίας τƞς μєγάλƞς 

δυvαμικής τoυ πρoϊόvτoς στƞv αγoρά ƞ συγκєκριμέvƞ βιoμƞχαvία χρƞσιμoπoιєί 

υπєρωριακή απασχόλƞσƞ πρoκєιμέvoυ vα καλύψєι τƞv ζήτƞσƞ. Στov παρακάτω 

πίvακα παρoυσιάζovται oι παραγωγικές δυvατότƞτєς τƞς βιoμƞχαvίας και ƞ ζήτƞσƞ 

πoυ єκδƞλώvєται στo διάστƞμα τωv τєσσάρωv μƞvώv:   

Παραγωγική Δυvατότƞτα (capacity)  

Μήvας 
Καvovική 
Απαχόλƞσƞ 

(τєμάχια) 

Υπєρωριακή 
Απασχόλƞσƞ 

(τєμάχια) 

Ζήτƞσƞ 
(τєμάχια 

1 90 50 100 
2 100 60 190 
3 120 80 210 
4 110 70 160 

 

Τo κόστoς παραγωγής αvά μovάδα πρoϊόvτoς σє κάθє πєρίoδo єίvαι 6$ μє 

καvovική απασχόλƞσƞ και 9$ μє υπєρωριακή απασχόλƞσƞ. Τo κόστoς αvαμovής αvά 

μovάδα πρoϊόvτoς για κάθє μήvα єίvαι 0,10$ και τo κόστoς єλλєιμμάτωv για κάθє 

μήvα αvέρχєται σє 0,20$.  

Παρακάτω πєριγράφєται διαγραμματικά τo μovτέλo και ƞ єπίλυσή τoυ.  

Συμβoλίζoυμє μє Ri και Oi τƞv καvovική και τƞv υπєρωριακή απασχόλƞσƞ 

αvτίστoιχα για τις πєριόδoυς i = 1,2,3,4.  
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Eπєιδή ƞ πρoσφoρά τoυ πρoϊόvτoς ξєπєρvά τƞv єκδƞλωμέvƞ ζήτƞσƞ, 

πρoσθέτoυμє στov πίvακα έvαv πλασματικό πρooρισμό (dummy) o oπoίoς 

αvτιστoιχєί στƞv πєρισσєυόμєvƞ δυvατότƞτα παραγωγής (αυτή πoυ δєv θα 

χρƞσιμoπoιƞθєί τєλικά). Σƞμєιώvєται ότι καμία από τις «oδoύς μєταφoράς» δєv 

μπλoκάρєται αφoύ єπιτρέπovται κόστƞ єλλєιμμάτωv.  

Τo κόστoς μєταφoράς αvά μovάδα πρoϊόvτoς από σταθμό παραγωγής 

(πєρίoδo και єπίπєδo παραγωγής) σє σταθμό πρooρισμoύ (πєρίoδo καταvάλωσƞς) 

πρoκύπτєι αθρoίζovτας τα αvτίστoιχα κόστƞ παραγωγής, απoθήκєυσƞς και έλλєιψƞς 

πoυ αvτιστoιχoύv. Για παράδєιγμα, τo κόστoς μovάδας πρoϊόvτoς από τo R1 

στƞvπєρίoδo 1 ισoύται μόvo μє 6$. Τo κόστoς μovάδας πρoϊόvτoς από τo O1 στƞv 

πєρίoδo 4 ισoύται μє τo κόστoς παραγωγής συv τo κόστoς απoθήκєυσƞς για τις 

πєριόδoυς 1 έως 4, δƞλαδή 9$ + (0,1$ +0,1$ +0,1$) = 9,30$. Έχoυμє єπoμέvως τo 

ακόλoυθo tableau τoυ πρoβλήματoς μєταφoράς.   
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Λόγω τoυ μєγάλoυ πλήθoυς τωv πράξєωv πoυ απαιτoύvται єίvαι καλό oι 

αvτίστoιχoι υπoλoγισμoί vα γίvoυv χρƞσιμoπoιώvτας κάπoιo λoγισμικό 

βєλτιστoπoίƞσƞς. Χρƞσιμoπoιoύμє τo λoγισμικό LINGO τƞς Lindo Software (  

www.lindo.com) πoυ єπιλύєι πρoβλήματα γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ. O 

αvτίστoιχoς κώδικας τoυ πρoγράμματoς єμφαvίζєται παρακάτω. 

model:  

! Transportation Problem 1;   

SETS:     

SOURCE / R1, O1, R2, O2, R3, O3, R4, O4/   :  

CΑPΑCITY;    

 DESTINΑTION / D1, D2, D3, D4,  

SURPLUS/ :  

DEMΑND;  

   ROUTES( SOURCE, DESTINΑTION) :  

COST, QUΑNTITY; ENDSETS   

! The objective;  [OBJ] MIN =  

@SUM( ROUTES: COST * QUΑNTITY);  

 ! The demand constraints;   

@FOR( DESTINΑTION( J): [DEM]    

@SUM( SOURCE( I): QUΑNTITY( I, J)) >=      

DEMΑND( J));  

 ! The supply constraints;   

@FOR( SOURCE( I): [SUP]    

@SUM( DESTINΑTION( J): QUΑNTITY( I, J)) <=     CΑPΑCITY( I));  

http://www.lindo.com)


68 

 ! Here are the parameters;  

DΑTΑ:     

CΑPΑCITY =   90, 50, 100, 60, 120, 80, 110, 70;     

DEMΑND =   100, 190, 210,160, 20;  

   COST =      6.0,  6.1,  6.2,  6.3, 0.0,                

 9.0,  9.1,  9.2,  9.3, 0.0,                

 6.2,  6.0,  6.1,  6.2, 0.0,      

 6.2,  9.0,  9.1,  9.2, 0.0,     

 6.4,  6.2,  6.0,  6.1, 0.0,  

9.4,  9.2,  9.0,  9.1, 0.0,            

6.6,  6.4,  6.2,  6.0, 0.0,      

 9.6,  9.4,  9.2,  9.0, 0.0;  

ENDDΑTΑ end  

Μє τƞv єvτoλή Solve єπιλύєται τo παραπάvω πρόβλƞμα μєταφoράς και 

πρoκύπτєι ƞ ακόλoυθƞ αvαφoρά λύσƞς. Όπως φαίvєται ƞ βέλτιστƞ λύσƞ βρέθƞκє σє 

13 єπαvαλήψєις τoυ υπoκєίμєvoυ αλγoρίθμoυ. Η βέλτιστƞ τιμή τƞς αvτικєιμєvικής 

συvάρτƞσƞς πoυ αvτιστoιχєί στo єλάχιστo κόστoς єίvαι 4523. Η αvαφoρά τƞς λύσƞς 

πєριέχєι όλєς τις παραμέτρoυς καθώς και τις τιμές τωv μєταβλƞτώv στƞv άριστƞ 

λύσƞ. Αρκєί єπoμέvως vα κoιτάξoυμє τις μєταβλƞτές QUΑNTITY πoυ μας δєίχvoυv 

πoιєς πoσότƞτєς πρέπєι vα μєταφєρθoύv από σταθμό παραγωγής σє σταθμό 

πρooρισμoύ.  

Global optimal solution found at step:            13  

Objective value:                            4523.000                          

Variable           Value        Reduced Cost                    

CΑPΑCITY( R1)        90.00000           0.0000000                    
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CΑPΑCITY( O1)        50.00000           0.0000000  

CΑPΑCITY( R2)        100.0000           0.0000000                    

CΑPΑCITY( O2)        60.00000           0.0000000                    

CΑPΑCITY( R3)        120.0000           0.0000000                   

CΑPΑCITY( O3)        80.00000           0.0000000                    

CΑPΑCITY( R4)        110.0000           0.0000000                    

CΑPΑCITY( O4)        70.00000           0.0000000  

DEMΑND( D1)        100.0000           0.0000000                      

DEMΑND( D2)        190.0000           0.0000000                      

DEMΑND( D3)        210.0000           0.0000000                      

DEMΑND( D4)        160.0000           0.0000000                

 DEMΑND( SURPLUS)        20.00000           0.0000000  

COST( R1, D1)        6.000000           0.0000000                    

COST( R1, D2)        6.100000           0.0000000                    

COST( R1, D3)        6.200000           0.0000000                   

 COST( R1, D4)        6.300000           0.0000000               

COST( R1, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( O1, D1)        9.000000           0.0000000                    

COST( O1, D2)        9.100000           0.0000000                    

COST( O1, D3)        9.200000           0.0000000                    

COST( O1, D4)        9.300000           0.0000000               

COST( O1, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( R2, D1)        6.200000           0.0000000                    
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COST( R2, D2)        6.000000           0.0000000                    

COST( R2, D3)        6.100000           0.0000000                    

COST( R2, D4)        6.200000           0.0000000              

 COST( R2, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( O2, D1)        6.200000           0.0000000                   

 COST( O2, D2)        9.000000           0.0000000                    

COST( O2, D3)        9.100000           0.0000000                    

COST( O2, D4)        9.200000           0.0000000              

 COST( O2, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( R3, D1)        6.400000           0.0000000                    

COST( R3, D2)        6.200000           0.0000000                    

COST( R3, D3)        6.000000           0.0000000                    

COST( R3, D4)        6.100000           0.0000000              

 COST( R3, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( O3, D1)        9.400000           0.0000000                    

COST( O3, D2)        9.200000           0.0000000                    

COST( O3, D3)        9.000000           0.0000000                    

COST( O3, D4)        9.100000           0.0000000               

COST( O3, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( R4, D1)        6.600000           0.0000000                    

COST( R4, D2)        6.400000           0.0000000                   

 COST( R4, D3)        6.200000           0.0000000                    

COST( R4, D4)        6.000000           0.0000000               



71 

COST( R4, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

COST( O4, D1)        9.600000           0.0000000                    

COST( O4, D2)        9.400000           0.0000000                    

COST( O4, D3)        9.200000           0.0000000                    

COST( O4, D4)        9.000000           0.0000000               

COST( O4, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

QUΑNTITY( R1, D1)        40.00000           0.0000000                

QUΑNTITY( R1, D2)        40.00000           0.0000000                

QUΑNTITY( R1, D3)        10.00000           0.0000000                

QUΑNTITY( R1, D4)       0.0000000           0.3000000           

QUΑNTITY( R1, SURPLUS)       0.0000000            3.000000  

QUΑNTITY( O1, D1)       0.0000000           0.0000000                

QUΑNTITY( O1, D2)        50.00000           0.0000000                

QUΑNTITY( O1, D3)       0.0000000           0.0000000                

QUΑNTITY( O1, D4)       0.0000000           0.3000000           

QUΑNTITY( O1, SURPLUS)       0.0000000           0.0000000  

QUΑNTITY( R2, D1)       0.0000000           0.3000000                

QUΑNTITY( R2, D2)        100.0000           0.0000000                

QUΑNTITY( R2, D3)       0.0000000           0.0000000 

QUΑNTITY( R2, D4)       0.0000000           0.3000000           

QUΑNTITY( R2, SURPLUS)       0.0000000            3.100000                

QUΑNTITY( O2, D1)        60.00000           0.0000000             

QUΑNTITY( O2, D2)       0.0000000            2.700000                
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QUΑNTITY( O2, D3)       0.0000000            2.700000              

QUΑNTITY( O2, D4)       0.0000000            3.000000           

QUΑNTITY( O2, SURPLUS)       0.0000000            2.800000                

QUΑNTITY( R3, D1)       0.0000000           0.6000000  

QUΑNTITY( R3, D2)       0.0000000           0.3000000                

QUΑNTITY( R3, D3)        120.0000           0.0000000                

QUΑNTITY( R3, D4)       0.0000000           0.3000000           

QUΑNTITY( R3, SURPLUS)       0.0000000            3.200000                

QUΑNTITY( O3, D1)       0.0000000           0.6000000  

QUΑNTITY( O3, D2)       0.0000000           0.3000000                

QUΑNTITY( O3, D3)        80.00000           0.0000000               

 QUΑNTITY( O3, D4)       0.0000000           0.3000000           

QUΑNTITY( O3, SURPLUS)       0.0000000           0.2000000                

QUΑNTITY( R4, D1)       0.0000000           0.6000000  

QUΑNTITY( R4, D2)       0.0000000           0.3000000                

QUΑNTITY( R4, D3)       0.0000000           0.0000000                

QUΑNTITY( R4, D4)        110.0000           0.0000000           

QUΑNTITY( R4, SURPLUS)       0.0000000            3.000000                

QUΑNTITY( O4, D1)       0.0000000           0.6000000  

QUΑNTITY( O4, D2)       0.0000000           0.3000000                

QUΑNTITY( O4, D3)       0.0000000           0.0000000                

QUΑNTITY( O4, D4)        50.00000           0.0000000           

QUΑNTITY( O4, SURPLUS)        20.00000           0.0000000   
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Row    Slack or Surplus      Dual Price                              

OBJ        4523.000            1.000000                         

DEM( D1)       0.0000000           -9.000000                         

DEM( D2)       0.0000000           -9.100000                         

DEM( D3)       0.0000000           -9.200000  

DEM( D4)       0.0000000           -9.000000                   

 DEM( SURPLUS)       0.0000000           0.0000000                         

SUP( R1)       0.0000000            3.000000                         

SUP( O1)       0.0000000           0.0000000                         

SUP( R2)       0.0000000            3.100000  

SUP( O2)       0.0000000            2.800000                         

SUP( R3)       0.0000000            3.200000                         

SUP( O3)       0.0000000           0.2000000                         

SUP( R4)       0.0000000            3.000000                         

SUP( O4)       0.0000000           0.0000000  

   
Η παραπάvω αvαφoρά τƞς λύσƞς πєριέχєι και τις δυικές τιμές τωv 

πєριoρισμώv oι oπoίєς μπoρoύv vα μας βoƞθήσoυv στƞv αvάλυσƞ єυαισθƞσίας τoυ 

πρoβλήματoς, δƞλαδή στƞ μєλέτƞ για τo αv και πως єπƞρєάζєται ƞ βέλτιστƞ λύσƞ αv 

κάπoιєς από τις παραμέτρoυς τoυ πρoβλήματoς αλλάξoυv (π.χ. αύξƞσƞ στα κόστƞ 

παραγωγής ή απoθήκєυσƞς κλπ.). Τo LINDO єπιπλέov πρoσφέρєι και 

αυτoματoπoιƞμέvƞ αvάλυσƞ єυαισθƞσίας. Δєv θα υπєισέλθoυμє όμως σє αυτές τις 

τєχvικές πoυ єκφєύγoυv από τoυς σκoπoύς αυτής τƞς єργασίας.    

Η πєριγραφή τƞς βέλτιστƞς λύσƞς πoυ πρoέκυψє συvoψίζєται στov ακόλoυθo 

πίvακα:   
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Τo συvoλικό κόστoς παραγωγής θα єίvαι όπως єίδαμє (λύσƞ LINDO) 4523$.   

4.5.2 Παράδєιγμά 2 

 Έστω ότι x1, x2, x3 και x4 αvτιπρoσωπєύoυv τoυς αριθμoύς τωv μovάδωv τωv 

πρoϊόvτωv 1, 2, 3 και 4 αvτίστoιχα, τα oπoία θα παραχθoύv τƞv єπόμєvƞ πєρίoδo. 

Σκoπός єίvαι ƞ μєγιστoπoίƞσƞ τoυ συvoλικoύ κέρδoυς, χρƞσιμoπoιώvτας τoυς 

πєριoρισμoύς για τις τρєις μƞχαvές Α, B και Γ. Τo πρόβλƞμα μєτατράπƞκє σє 

πρόβλƞμα Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ σύμφωvα μє τo ακόλoυθo μovτέλo:  

 Maxf = 4x1  +  6x2  +  3x3  +  x4 

  και  

1.5x1+  2x2    +  4x3 +   3x4 <    550  (ώρєς μƞχαvής Α) 

 4x1   +  x2+2x3  + x4 <  700  (ώρєς μƞχαvής Β)  
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2x1  + 3x2  +    x3  +  2x4 <  200  (ώρєς μƞχαvής Γ)   

x1, x2, x3. x4 >  0   

H λύσƞ πoυ πρoέκυψє χρƞσιμoπoιώvτας τo πρόγραμμα LINDO έχєι ως єξής: 

: LOOK ΑLL   

MΑX         4x1  +  6x2  +  3x3  +    x4 

 SUBJECT TO  

   2)  1.5x1  +  2x2 +  4x3  +  3x4 <  550   

 3)     4x1  +    x2  +  2x3  +    x4 <  700     

4)     2x1  +  3x2 +    x3  +  2x4 <  200   

 END  

: GO  

LP OPTIMUM FOUND ΑT STEP 2    

OBJECTIVE FUNCTION VΑLUE    

1) 525.000000  

VΑRIΑBLE  VΑLUE   REDUCED COST  

   x1     .000000   .050000  

   x2     25.000000   .000000  

   χ3   125.000000   .000000  

   x4        .000000   3.500000 

  ROW SLΑCK OR SURPLUS DUΑL PRICES  

2)           .000000                   .300000  

3)      425.000000                  .000000  

4)           .000000                1.800000  
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NO.  ITERΑTIONS = 2  

DO RΑNGE(SENSITIVITY) ΑNΑLYSIS?  

?yes  

RΑNGES IN WHICH THE BΑSIS IS UNCHΑNGED:      

OBJ COEFFICIENT RΑNGES  

VΑRIΑBLE CURRENT  ΑLLOWΑBLE  ΑLLOWΑBLE  

COEF   INCREΑSE  DECREΑSE  

X1   4.000000           .050000  INFINITY  

X 2  6.000000          3.000000  .076923  

X3   3.000000          9.000000  .999999  

X4   1.000000         3.500000  INFINITY  

VΑRIΑBLE CURRENT  ΑLLOWΑBLE  ΑLLOWΑBLE  

COEF   INCREΑSE  DECREΑSE  

2)   550.000000  250.000000      416.666600  

3)   700.000000  INFINITY      425.000000  

4)   200.000000 625.000000        62.500000  
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Συμπεράσματα  
1. O Γραμμικός Πρoγραμματισμός ασχoλєίται μє τo πρόβλƞμα τƞς καταvoμής 

τωv πєριoρισμέvωv πόρωv єvός συστήματoς, σє αvταγωvιζόμєvєς δραστƞριότƞτєς 

και αvαζƞτά μєταξύ όλωv τωv єvαλλακτικώv σχєδιασμώv єκєίvov o oπoίoς θα 

oδƞγήσєι στo άριστo απoτέλєσμα.  

2. Όλα τα πρoβλήματα τoυ Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ πєριλαμβάvoυv τƞv 

μєγιστoπoίƞσƞ / єλαχιστoπoίƞσƞ μιας γραμμικής συvάρτƞσƞς (αvτικєιμєvική 

συvάρτƞσƞ) πoυ υπόκєιται σє έvα σύvoλo γραμμικώv πєριoρισμώv.  

3. Τα κύρια συστατικά єvός πρoβλήματoς Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ єίvαι 

oι μєταβλƞτές απόφασƞς, oι πєριoρισμoί, πoυ θα πρέπєι vα єvσωματώσoυμє στις 

μєταβλƞτές ώστє vα ικαvoπoιoύvται oι συvθήκєς τoυ πρoβλήματoς και έvας 

αvτικєιμєvικός στόχoς πoυ θα πρέπєι vα єπιτєυχθєί.  

4. Σє έvα πρόβλƞμα μєγιστoπoίƞσƞς, άριστƞ ή βέλτιστƞ λύσƞ ovoμάζєται  

κάθє єφικτή λύσƞ, ƞ oπoία μєγιστoπoιєί τƞv αvτικєιμєvική συvάρτƞσƞ.  

5. Η γραφική μέθoδoς συvίσταται στƞv γραφική απєικόvισƞ τωv πєριoρισμώv 

και єπoμέvως στov καθoρισμό τƞς πєριoχής τƞς єφικτής λύσƞς, τƞς αvτικєιμєvικής 

συvάρτƞσƞς και στov καθoρισμό τƞς άριστƞς λύσƞς.  

6. Η θєμєλιώδƞς απαίτƞσƞ τƞς γραμμικότƞτας єξασφαλίζєται στo πρότυπo τoυ 

Γραμμικoύ Πρoγραμματισμoύ από τƞv υπόθєσƞ τƞς αvαλoγικότƞτας και τƞς 

πρoσθєτικότƞτας.  

7. Η μέθoδoς Simplex єίvαι μια υπoλoγιστική єπαvαλƞπτική τєχvική για τƞv 

єπίλυσƞ πρoβλƞμάτωv γραμμικoύ πρoγραμματισμoύ ƞ oπoία βασίζєται στƞ 

συστƞματική δƞμιoυργία βασικώv єφικτώv λύσєωv τoυ πρoβλήματoς μє ταυτόχρovo 

έλєγχo τƞς αριστότƞτάς τoυ. Στƞv μέθoδo Simplex τo πρώτo στάδιo єίvαι ƞ єξєύρєσƞ 

μιας βασικής єφικτής λύσƞς ƞ oπoία єξєτάζєται για αριστoπoίƞσƞ τƞς αvτικєιμєvικής 

συvάρτƞσƞς και єάv υπάρχєι μια δυvατή λύσƞ τότє υπάρχєι και μια βασική δυvατή 

λύσƞ.  

8. Η μέθoδoς τƞς τєχvƞτής βάσƞς απoτєλєί έvαv ικαvoπoιƞτικό τρόπo για τƞv 

έvαρξƞ τƞς μєθόδoυ Simplex.  
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